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PROLOGO

El Profesor Miguel Katz, uno de los principales autores de textos de Quimica de nuestro pais,
presenta un nuevo libro en el area de Quimica Fisica: “Temas de Mecanica Cuantica”. La obra nos
sumerge en el desarrollo histérico de la Mecanica Cuéntica, el establecimiento de sus Postulados, la
constitucion de un modelo atémico (que basicamente provee herramientas para interpretar la Tabla
Periddica y, finalmente, su uso para describir los enlaces moleculares. Ahora bien, hay que destacar
que las obras de Katz llevan un sello personal muy definido. Es central la exposicion de un
desarrollo histérico, analizando y discutiendo los principales hitos que permitieron construir esa
maravilla de la civilizacion que es la Mecénica Cuéntica. Esta presentacion es una huella digital del
trabajo de Katz, pues no constituye meramente una enunciacion de datos cronoldgicos. Por el
contrario, la contextualizacion histérica cumple varias funciones en el libro. La primera es remarcar
que los conceptos que utilizamos hoy en dia, tienen un origen mas antiguo de lo generalmente
supuesto. El Profesor Katz presenta una continuidad en la elaboracion de ideas y herramientas
matematicas, desde la Mecéanica Clasica que, paraddjicamente, se utilizan en la ruptura establecida
por la Mecanica Cuantica. La segunda caracteristica estd marcada por el tipo de discusion histérica
de los conceptos, que conduce a explicitar los conceptos centrales con mayor rigurosidad. Es decir,
permite al lector comprender claramente los conceptos conducidos por Heisenberg, Schrédinger, y
Born, si previamente nos tomamos un tiempo para reflexionar sobre los debates entre Bohr y
Einstein. La tercera funcion es permitirnos ver que el establecimiento de los formalismos no se
realizd de manera obvia una vez acumulados los datos experimentales. La elaboracion de la
Mecanica Cuéntica implicé un proceso de contrapuntos y discusiones de la observacion
experimental a partir de las distintas visiones de la época, lo cual queda plasmado claramente a
través del texto.

La otra impronta que Katz da a su obra, se relaciona con un aspecto esencial en Fisicoquimica y
particularmente en Mecanica Cuantica; el énfasis en el planteo de modelos matematicos que
predicen las propiedades y el comportamiento de los sistemas estudiados. En la presente obra de
Miguel Katz, la palabra “modelo” aparece significativamente a lo largo de la misma, reflejando una
caracteristica primordial de la Quimica-Fisica: el desarrollo de modelos predictivos. La Mecanica
Cuantica es una teoria, es decir, constituida por sus Postulados, mientras que los modelos que la
teoria utiliza dependen del sistema a estudiar y de las condiciones en que se encuentra. En el libro
se presentan diferentes modelos: OM-CLOA, oscilador armdnico, rotor rigido, etc. En todos ellos el
contenido de matematica es importante debido a una razon fundamental: los modelos cuanticos
deben generar predicciones cuantitativas del comportamiento atdmico y molecular.

Agradecemos, por lo tanto, a Miguel Katz por ofrecernos su obra y a la Asociacion Quimica
Argentina por la posibilidad de acceder a ella. Estos hechos no son menores. En los dificiles
tiempos que corren debemos apreciar que haya autores de libros de ciencia y que una institucién
haga el esfuerzo de publicarlo: valorar la existencia de un nuevo libro con las caracteristicas del
presente.

Dr. Martin Negri
Abril 2021.






PREFACIO

El presente trabajo es el resultado de las clases de Fisico-Quimica y de Mecanica Cuantica que
dicté durante mas de veinte afios en uno de los Profesorados méas prestigiosos de la Argentina. La
docencia en institutos educativos, no s6lo requiere impartir conocimientos sino también contribuir
con los contenidos de la asignatura a la formacion del docente. Esto implica que mas alla de las
demostraciones matematicas inherentes a los contenidos, el estudiante debe manejar los conceptos
fundamentales, sus aplicaciones a diversos aspectos del conocimiento cientifico a la vez que poder
trasladar esos conceptos a personas que no han cursado ni cursaran esa especialidad logrando que
esa adaptacion no desvirtle el sentido de los conceptos que se transmiten.

En mi opinién, considero que ademas de dar los contenidos, es muy conveniente situar a
aquellos profesionales que contribuyeron a su desarrollo en el tiempo y el espacio. Es por eso, que
en el libro se incluyen breves resimenes biograficos de esas personas.

En aras de la simplificacion, muchas veces se termina tergiversando el contenido que se imparte.
Suelo contar como anécdota, que cuando cursé Mecanica Clasica por primera vez, — hace méas de
sesenta aflos — me ensefiaron que la segunda ley del movimiento de Newton establece “F =m X a”.
Comentando esa “ley” con mi padre, me regaldo un ejemplar de los Principios matematicos de
Filosofia natural y me explicé por qué Newton nunca podia haber escrito eso como un axioma
valido para todos los casos que €l analizé en su libro™.

En muchos libros de texto, el afan de simplificar ha llevado a sus autores a expresar conceptos
que estan en contradiccion con los conceptos vertidos por los propios autores. Asi tenemos el caso
de que en muchos textos se dice que Niels Bohr desarrolld sus postulados simplemente para que su
ecuacion para el atomo de hidrogeno resultase similar a la ecuacién de Balmer, cuando, en rigor,
Bohr queria aplicar la cuantificacion a los atomos de todos los elementos e, incluso, a las moléculas.
Es por eso que he incluido traducciones al castellano, de los trabajos mas relevantes sobre Mecéanica
cuéntica.

Si Bohr recurrio a trayectorias circulares para el movimiento del electrén y Sommerfed
comprobd que la teoria seguia vigente ain cuando la trayectoria fuese eliptica, eso no significaba
que fuesen las Unicas trayectorias posibles, sino que eran las que sus herramientas matematicas les
permitian usar. La pauta se da cuando ambos aplaudieron calurosamente el modelo de Landé segun
el cual cuando en un mismo nivel energético hay ocho electrones, se mueven desordenadamente
orientandose hacia los veértices de un tetraedro, modelo que habia sido propuesto en 1916 por
Gilbert Newton Lewis para darle un cierto fundamento tedrico a las estructuras electronicas de los

* Muchos afios después, encontré que la expresion F = m x a fue propuesta por Leonhard Euler, en 1757, treinta
afios después de la muerte de Newton, creyendo que habia descubierto un cuarto axioma de la Mecénica para el caso en
que la fuerza que provoca el cambio en el movimiento fuese constante.

¥ Con excepcion del trabajo “Cuantizacion como un problema de valores propios” de Erwin Schrodinger, en el que
hay ciertas formas gramaticales que podrian dar lugar a interpretaciones diferentes, por lo que utilicé la traduccion al
inglés que fue aprobada por el autor.



elementos y a las formulas de algunas sustancias, mediante lo que en la actualidad se ensefia en la
escuela secundaria como la “regla del octeto”.

El libro se completa con un capitulo dedicado a las uniones quimicas y otro dedicado a la
ecuacion de Dirac.

Quiero expresar mi profundo agradecimiento a la Dra. Lydia Raquel Galagovsky quien, a lo
largo de estos afios, no solo me estimulé para la concrecion de mis libros, sino que colaboré en la
discusion de ideas acerca de los temas a incluir, muchas veces actu6 como correctora y sugirio
modos de presentar contenidos y que, también, facilito los trdmites para las publicaciones.

Miguel Katz
Mayo de 2019
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I. Introduccion

I. INTRODUCCION

1 - 1.- El quantum elemental de accion.

La Mecéanica Cuantica comprende un conjunto de dispositivos matematicos tendientes a
establecer la energia asociada a los &tomos de los distintos elementos, a las especies que resultan del
intercambio de electrones entre esos &tomos y sus entornos o cuando esos atomos se descomponen.
Cuando en vez de atomos individuales, se consideran asociaciones de &tomos formando moléculas o
iones, la disciplina que estudia las energias asociadas a esas particulas, asi como las distancias y
angulos de sus componentes, se llama Quimica Cuéntica.

Los nombres de estas disciplinas derivan de una magnitud que introdujo Max Planck en un
trabajo* en el que intent6 dar una interpretacion tedrica de la radiacion del cuerpo negro y de la ley
(empirica) de Wien sobre el desplazamiento con la temperatura de los valores de la longitud de onda
méaxima de la radiacion que emite un cuerpo negro. Mediante
razonamientos termodinamicos, dedujo que la energia elemental €
asociada a la radiacion deberia ser proporcional a la frecuencia v de la
misma,e = hv 2y que h debe ser una constante universal. Mediante
esta interpretacion, obtuvo una ecuacion analoga a la ecuacion de
Wien. Dado que h representaba la medida de la accion (energia x
tiempo), le dio el nombre de "quantum elemental de accién”. Durante
varios afios, Planck intento6 vincular ese quantum elemental a la teoria
fisica clasica pero su esfuerzo resultd infructuoso. Como él mismo
reconocié en su autobiografia cientifica®, no pudo tomar parte del
desarrollo de los métodos para aplicar el quantum elemental de accion
a los problemas atémicos, los que fueron impulsados, principalmente, por Niels Bohr y Erwin
Schrédinger.

Max K. E. L. Planck

Max Karl Ernst Ludwig Planck, (1858 — 1947), naci6 en Kiel, en el seno de una familia académica.
Su padre era profesor de Derecho Constitucional en la Universidad de Kiel, su abuelo y su
bisabuelo fueron profesores en la Universidad de Gottingen. Planck estudié en el prestigioso
Maximilian Gymnasium y en 1874 ingreso a la Universidad de Munich. Luego de tres afios en
Munich, fue a la Universidad de Berlin, donde estudi6 con los profesores Kirchhoff y von
Helmhotz, doctorandose en 1879 al defender una tesis sobre Termodinamica. Entre 1880 y 1885 fue
Privatdozent en la Universidad de Munich, luego ausserordentlicher Professor de Fisica Teorica en

1 "Ueber das Gesetz der Energieverteilung in Normalspectrum®, Annalen der Physik vol.4, p. 553 — 563, (1901).

2bid. pagina 561.

3Max Planck, (1948): Wissenschaftliche Selbsthiographie: mit einem Bildnis und der von Max von Laue
gehaltenen Traueransprache, J. A. Barth, Leipzig. Pagina 9.
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la Universidad de Kiel hasta 1889, afio que sucedi6 a Kirchhoff en la Universidad de Berlin hasta su
jubilacion en1926.

Entre las investigaciones que realizé se encuentran temas diversos, como la termodinamica de
las soluciones, el descenso crioscopico de soluciones de electrolitos, un estudio sobre la escala
natural no temperada, célculos de las diferencias de potencial en el punto de contacto de dos
soluciones electroliticas. Pero el tema central de su actividad fue la busqueda de un nexo entre el
Segundo Principio de la Termodinamica y los procesos naturales. Sus ideas sobre Termodindmica
fueron volcadas en su libro Vorlesungen tber Thermodynamik publicado en 1897, libro del cual se
hicieron multiples ediciones, en diversos idiomas, hasta 1966. Pero es mas conocido por su
postulacion sobre el quantum elemental de accion, tema por el que obtuvo el Premio Nobel de
Fisica 1918.

En 1927 fue nombrado Presidente de la Kaiser Wilhelm Gesellschaft, cargo que ocupd hasta
1937. En ese cargo, durante el régimen nazi, tuvo la dificil tarea de defender la idoneidad de
investigadores judios, como Fritz Haber e, incluso ante el propio Hitler, la enorme contribucion a la
ciencia de Albert Einstein.

En 1894, fue admitido como miembro de la Academia Prusiana de Ciencias y en 1912, electo
Secretario Permanente de esa Sociedad. En 1926 fue elegido "Miembro extranjero™ de la Royal
Society y galardonado por esta sociedad en 1928 con la Medalla Copley.

Su vida personal estuvo signada por las tragedias. Su primera esposa y amiga de la infancia
Marie Merck, con la que se habia casado en Kiel en 1885, fallecio en 1909. De los cinco hijos que
tuvo con ella, el mayor, Karl, murié en combate en 1916. Su hija Margarete, fallecio al dar a luz en
1917. Su otra hija, Emma, falleci6 en 1919, también durante un parto. EI menor, Erwin, fue
implicado en el frustrado atentado a Hitler del 20 de julio de 1944. Fue brutalmente torturado por la
Gestapo y ejecutado. En 1944, la casa de Planck en Berlin fue totalmente destruida durante un
bombardeo.

A la finalizacion de la guerra, Planck se mud6 a Gottingen con su segunda esposa, su prima
Marga von Hosslin, donde falleci6 el 4 de octubre de 1947.

1 - 2.- Frecuencia, energia y efecto fotoeléctrico.

A principios de siglo XX se descubrié que al iluminar con luz ultravioleta una superficie
metélica pulida encerrada en un tubo en el cual se ha hecho el vacio este metal emite electrones. Tal
efecto se llamo efecto fotoeléctrico. La existencia de dicho fendmeno no era de sorprender. Se
esperaba, dentro de la teoria clasica del comportamiento de la luz, que la energia de la onda
electromagnética pudiera ser utilizada para extraer electrones de la superficie del metal. Pero la
representacion ondulatoria de la luz era totalmente incapaz para explicar los detalles del
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experimento. Uno de los motivos era que los electrones no eran arrancados a menos que la
frecuencia de la luz fuera mayor que un cierto valor critico vo, como lo muestra la Figura 1.1a.

Otro de los motivos era que los electrones emitidos tenian energias cinéticas que aumentaban
con la frecuencia tal como indica la Figura 1.1.b. Por Gltimo, aumentando la intensidad de la luz no
variaba la velocidad de los electrones, aunque si aumentaba el nimero de electrones emitidos por
unidad de tiempo.

3 c
B -0
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E g
g L
= ]
= o
: g
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0 o & ﬂ\
Qo L
Frecuencia v — Frecuencia y —™
{u) (L)
Figura 1.1.a. Figura 1.1.b.

Segun la teoria ondulatoria, la energia de la radiacion electromagnética depende de la intensidad
y es independiente de su frecuencia y, por lo tanto, esa teoria no podia explicar ni la independencia
de la velocidad con la intensidad ni la dependencia de la energia cinética de los electrones con la
frecuencia y menos aun la existencia de una “frecuencia umbral”.

En 1905, Albert Einstein, tomando el concepto del quantum elemental de accion de Planck,
sefiald que el efecto fotoeléctrico podia ser explicado si se consideraba que la luz consiste en
“particulas” discretas de energia, 0 fotones de energia hv. Einstein explico que un foton de
frecuencia v y energia hv al incidir sobre la superficie metalica le entrega su energia al electron.
Una cierta cantidad € de esta energia es utilizada para vencer las fuerzas atractivas que vinculan al
electron con el metal y el resto es utilizado por el electron eyectado como energia cinética /.mv?

Aplicando el principio de la conservacidn de la energia a este caso
hv =g + Yamv?

Resulta evidente que & representa la energia minima que debe tener el foton para “arrancar” al
electron de la superficie. Expresada en funcidn de la frecuencia umbral esta energia es € =hvo y

hv = hvo+ %mv? (1-1)

De esta manera, si se representa graficamente la energia de los electrones “arrancados” en
funcion de la frecuencia se debe obtener una recta de pendiente igual a h, la constante de Planck, y

de valor hvo para E = 0.
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Esta teoria coincide con los resultados empiricos y ademas explica el hecho experimental de que
el nimero de electrones extraidos por unidad de tiempo aumenta con la intensidad: la intensidad
luminosa es proporcional al nimero de fotones que llegan por unidad de tiempo a la superficie
metalica. Cuanto mayor sea el nimero de fotones incidentes (de una determinada frecuencia) sobre
la superficie, en la unidad de tiempo, mayor sera el nimero de electrones extraidos de la misma en
ese intervalo de tiempo.

Albert Einstein(1879 — 1955). Curso sus estudios primarios
en un colegio catolico y los secundarios en el Luitpold
Gymnasium de Munich, aunque no termind sus estudios. Los
retomé en Suiza, en una escuela cantonal de Aarau lo que le
permitié ingresar a la Eidgendssische Technische Hochschule
de Zurich, donde se gradu6 en 1900 como Profesor en
Matematicas y Fisica. En 1901 publicd su primer trabajo, que
trata sobre la atraccion capilar, "Folgerungen aus den
Capillaritatserscheinungen™ [Annalen der Physik, 309, 3,
(1901): 513 — 523]. En 1905, publico un trabajo sobre el
movimiento browniano, "Uber die von der
molekularkinetischen ~ Theorie der Warme geforderte
Bewegung von in ruhenden Flussigkeiten suspendierten
Teilchen” [Annalen der Physik, 322, 8, (1905): 549 — 560] En
ese afio — conocido como el annus mirabilis de Einstein — publicéd un trabajo sobre el "efecto
fotoeléctrico™: "Uber einen die Erzeugung und Verwandlung des Lichtes betreffenden heuristischen
Gesichtspunkt™ [Annalen der Physik, 322, 17, (1905): 132 — 148], por el cual la Academia Sueca le
otorgaria el Premio Nobel de Fisica 1921. EI mas importante de sus trabajos de ese afio, fue el
desarrollo de la Teoria especial de la relatividad, "Zur Elektrodynamik bewegter Kérper”, [Annalen
der Physik, 322, 17, (1905): 891 — 920]. También dedujo la relacion entre la masa en reposo y la
energia de un cuerpo, "Ist die Tragheit eines Korpers von seinem Energieinhalt abhéngig?",
[Annalen der Physik, 322, 17, (1905): 639 — 641], cuya férmula E = moc? es una de las mas
conocidas fuera del ambito de la Fisica.

A. Einstein

En 1905, en la Facultad de Filosofia de la Universidad de Zurich, defendié su tesis doctoral
"Eine neue Bestimmung der Molekildimensionen”.

En 1907, Einstein envi6 a la Facultad de Filosofia de la Universidad de Berna su pedido de
habilitacion en Fisica Teorica en el Canton de Berna, pedido que los directivos de la Universidad
discutieron y rechazaron en la reunion del 27 de octubre, no porgue su articulo en el Annalen der
Physik sobre la relatividad fuese "mas artistico que cientifico”, — como circulé en un documento
falsificado,— sino porque omitid enviar una tesis para la habilitacién. Gustav Tobler, decano de la
Facultad le comunico que sélo podia habilitarlo una vez recibida su tesis de habilitacion. Einstein la
remitio y el 27 de febrero de 1908, fue invitado a exponerla ante los directivos de la Universidad.
Luego de la exposicion la Direktion des Unterrichtswessens del Cantén de Berna le otorgd la
calificacion docente (Venia docendi). Sin embargo, su trabajo en la Universidad de Berna, no duro
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mucho: a fines de 1910 viajé con su familia a Praga donde obtuvo el cargo de Privatdozent en la
Universidad Alemana de Praga. Al poco tiempo renunci6 el titular de la catedra de Fisica Teorica y
Einstein fue propuesto de una terna para ocupar el cargo. Pero surgié un problema: Praga era parte
del Imperio Austro-hiingaro y para ser Profesor en una de sus Universidades se requeria jurar el
cargo Yy lealtad al Emperador, por lo que debia ser ciudadano austriaco y Einstein tenia ciudadania
suiza. Por lo que para ocupar el cargo debia adoptar una nueva nacionalidad. Para que no quedara la
catedra sin Profesor a cargo, Einstein la asumié a principios de 1911 al mismo tiempo que comenzé
los tramites para cambiar de ciudadania. Pero antes que ese cambio se formalizara, Einstein fue
convocado a Zurich para ser Profesor de Fisica Teodrica en la Eidgendssische Technische
Hochschule y el cambio de ciudadania no se concretd.En la ETH de Zurich se hizo cargo de la
céatedra de Fisica Teorica el 1° de octubre de 1912.

En 1911 fue invitado a participar en el Primer Congreso Solvay.

En 1913, fue electo miembro de la Koniglich PreuRische Akademie der Wissenschaften zu
Berlin. Ese afio, a instancias de Fritz Haber, que era Director del Kaiser Wilhelm Institut fir
Physikalische Chemie und Elektrochemie, se cre6 el Kaiser Wilhem Institute fur Physik, nombrando
a Einstein como su Director.

En 1915, Einstein produjo su obra méas importante: La Teoria de la Relatividad Generalizada,
cuya validez fue comprobada empiricamente en mayo de 1919 cuando dos expediciones dirigidas
por el astronomo Arthur Stanley Eddington viajaron, una hacia la Isla del Principe, en la costa
occidental del Africa y la otra hacia la isla Sobral, en Brasil, para detectar si, durante un eclipse, la
luz proveniente de una estrella era desviada al pasar tangente a la superficie del Sol. Las
observaciones experimentales no s6lo comprobaron que la luz se curva en presencia de cuerpos
masicos sino que las desviaciones eran del orden previsto por la Teoria de Einstein

En 1923, viajé a Espafia donde entablé amistad con Ortega y Gasset y, en Madrid, fue agasajado
por el Rey Alfonso XIllII, quien lo nombré miembro de la Real Academia de Ciencias. Su vuelta a
Alemania lo enfrentd con la realidad del auge del nacionalsocialismo y la critica a su obra por parte
de cientificos como los Premios Nobel de Fisica Johannes Stark, 1919 y Philipp Lennard, 1905, que
fueron los mas importantes exponentes de la Deutsche Physik del nazismo. Previendo que el
nacionalsocialismo podria imponerse en las elecciones de 1933, Einstein abandon6 Alemania en
diciembre de 1932 para ir a los Estados Unidos donde comenz6 a dar clases en el Institute of
Advanced Study en Princeton, New Jersey.

En 1940, adoptd la ciudadania estadounidense.

En 1938 Otto Hahn y Fritz Strassmann bombardearon uranio con neutrones lentos esperando
encontrar is6topos del radio. Grandes fueron sus sorpresas cuando el analisis quimicos les demostro
que, en los productos no habia radio ni alguno de sus isétopos, sino mayoritariamente bario y
cantidades menores de otros elementos. Ambos eran quimicos y al no poder determinar qué
transformacion se habia producido, Hahn le escribi6é a Lise Meitner, a la saz6n exiliada en Suecia,
que habia trabajado con é€l, en la Universidad de Berlin, durante mas de 30 afios, contandole su
experimento. Tanto Lise Meitner como su sobrino Otto Robert Frisch, quien trabajaba con Bohr en
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Copenhague, eran fisicos. Luego de estudiar los datos suministrados por Hahn llegaron a la
conclusion que en el proceso habian "partido™ el nacleo del uranio. (el término fision nuclear fue
acufiado por Frisch). Meitner le escribio a Hahn: "Otto, partiste un atomo". La publicacion del
trabajo de Hahn y Strassman y el posterior trabajo de Bohr calculando la enorme energia asociada a
ese proceso fueron las bases de los proyectos para la construccion de centrales atomicas que
pudiesen aprovechar esa energia e incluso fabricar "bombas atdmicas".

En 1939, Einstein, que era un pacifista, comenz6 a preocuparse por la posibilidad que el Tercer
Reich lograra producir "bombas atomicas" y le transmitié esa preocupacion a muchos de sus amigos
cientificos. Por ello redactd su célebre carta al Presidente Roosevelt para promover el proyecto
atdbmico y ganarles de mano a los "enemigos de la humanidad". Su prédica contribuyé a la
concrecion del Proyecto Manhattan®.

Luego de la Segunda Guerra Mundial, Einstein intentd, infructuosamente vincular las fuerzas
gravitatorias con las electromagnéticas, las fuerzas nucleares fuertes — que son aquellas que
mantienen unidos a los protones en el nicleo a pesar que llevan cargas eléctricas del mismo signo —
y las fuerzas nucleares débiles — que son aquellas que intervienen en los procesos en los que
particulas son eyectadas por el nicleo atomico, por ejemplo, en la emision .

En lo que respecta a su vida privada, en 1896 conocié y se enamord de Mileva Mari¢ una
compariera serbia del ETH, con quien tuvo tres hijos, Se separaron en 1914 y se divorciaron en
1919. A cuatro meses de haberse divorciado, Einstein se volvié a casar con su prima Elsa Einstein.
No tuvieron hijos.

Einstein fallecio el 18 de abril de 1955 a los 76 afos.

1 - 3. El efecto Compton.

Si bien las suposiciones de Planck y de Einstein daban una explicacion tedrica a los resultados
experimentales, a principios del siglo XX ya hacia mucho tiempo que se habia descartado por
completo la hipdtesis corpuscular de la luz de Newton®, por lo que la hipétesis del comportamiento
corpuscular de la luz era tomada con mucha reticencia por los fisicos.

“El proyecto aleman para construir una central nuclear y producir una bomba atémica fue encarado por la
Uranverein una entidad que agrupaba a los mejores fisicos de Alemania y dirigida por Werner Heisenberg quien le
encargo a Wilhelm Bothe el disefio de una parte del reactor. Meses después, cuando Bothe le presentd su proyecto a
Heisenberg, éste lo analizd y lo rechazd afirmando que los célculos estaban mal hechos. El proyecto se demor6 y en el
interin, Alemania capitul6 ante los aliados, con lo que el proyecto quedd trunco. En 1954, los ex ayudantes de Bothe
analizaron eso calculos y comprobaron que eran correctos.

SLa comprobacion experimental de Newton de que la difraccion de la luz “blanca” da lugar a un conjunto de haces
de diversos colores que van desde el rojo al azul, lo llevo a razonar que siendo el color una cualidad y que s6lo los

6
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En 1923, Arthur Compton, hizo incidir un haz de rayos X sobre una de las caras de un cristal de
carbono. Al impactar sobre el blogue de carbono los rayos X se dispersaban en varias direcciones. A
medida que el angulo de los rayos dispersados aumentaba, también se incrementaban sus longitudes
de onda.Esto se puede interpretar como que, al incidir un fotén de los rayos X sobre un electrén en
"reposo” del cristal, el fotén es dispersado en una direccion diferente de la que tenia antes de la
colision, mientras que el electron, por efecto de la colision, se pone en movimiento. Como resultado
del choque, el foton pierde una cierta cantidad de energia que es ganada por el electron como
energia cinética. Compton comprobd que la longitud de onda de la radiacién dispersada depende
Unicamente del angulo de dispersién. Esto solo podia explicarse si el cuanto de la radiacién al
impactar sobre el electron producia un "choque elastico” como si fuera una particula material.
Llamando A a la longitud de onda inicial del foton y A" a su longitud de onda luego del choque y ¢
al a&ngulo de dispersién, Compton comprobd que

h
A= —— 1—
A=A OC( cos¢)

donde mg es la masa en reposo del electron y ¢ la velocidad de la luz.

La expresion h/mec se conoce como longitud de onda Compton de la particula dispersada. Para
el caso en que la particula dispersada es un electron, esta longitud es 2,4 x107?m. Observando la
ecuacion anterior se tiene que el cambio maximo de la longitud de onda ocurre cuando ¢ = 180°, por
lo que la longitud de onda Compton es 4,8 x 10m la que se puede determinar con un
espectrometro de rayos X.

Esta comprobacion experimental, constituyd una prueba muy fuerte de la teoria cuantica de la
radiacion y motivo el otorgamiento a Compton del Premio Nobel de Fisica 1927.

Arthur Holly Compton(1892 — 1962). Estudio en la Universidad
de Princeton obteniendo el M.A. en 1914 y el Ph.D. en 1916. Al afio
siguiente fue instructor de Fisica en la Universidad de Minnesota y J,t.‘.\\\‘*‘t"_
de 1917 a 1919 trabajé como Researchengineer en la Westinghouse 3 :
Lamp Company. En 1919 estudié en la Universidad de Cambridge
como Fellow del National Research Council y en 1920 tomé la
catedra Wayman Crow Y la Direccion del Departamento de Fisica en
la Washington University, St. Louis. En 1923, fue contratado en la
Universidad de Chicago. En 1945 volvio a la Washington University
como Chancellor donde, en 1954, fue nombrado Distinguished

N

A. H. Compton

objetos poseen cualidades, la luz es de naturaleza material, consistente en pequefiisimas particulas materiales emitidas
por los cuerpos luminosos.
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Service Professor of Natural Philosophy, retirandose de la actividad en 1961.

En sus primeros tiempos en Princeton, desarrolld6 un método para demostrar la rotacion de la
Tierra. pero luego se interesd en el estudio del comportamiento de los rayos X, en particular el
comportamiento de esos rayos al incidir sobre superficies materiales y la dispersién de los mismos
lo que lo llevé a comprobar que al incidir la radiacion X sobre electrones que podian desprenderse
de los atomos superficiales, la longitud de onda de la radiacion dispersada aumentaba. Ese
comportamiento, conocido como efecto Compton, se puede interpretar como el comportamiento
como particulas de la radiacion electromagnética. Con A.W. Simon, comprobaron que la dispersion
de la radiacién y la expulsion del electron ocurren en el mismo instante, contradiciendo las
opiniones de algunos investigadores que sostenian la concepcién clasica del comportamiento
ondulatorio de las radiaciones electromagnéticas.

En 1927, compartio el Premio Nobel de Fisica con Charles Thomson Rees Wilson, a quien la
Academia Sueca se lo adjudico por su método de la camara de niebla.

Con R. L. Dofia, Compton desarrollé un metodo para calcular la frecuencia de los rayos X a
partir de sus espectros.

Con Charles Frederick Haganos descubrié el fenomeno de reflexion total de los rayos X y su
polarizacion, lo que permitio un calculo méas preciso del nimero de electrones en un atomo.
Tambien desarroll6 un método para calcular las longitudes de onda de los rayos X, lo que le
permitio calcular con méas precision las distancias interatomicas en los cristales. A partir de estas
distancias pudo calcular con mas precision las dimensiones de la celdilla elemental y conociendo la
densidad del cristal, obtener con mas precision el Numero de Abogado y el valor de la carga del
electron que los que habia obtenido Mullican, ya que eliminaba los errores en la determinacion de la
viscosidad del aire en el experimento de la gotita de aceite.

En la década de 1930, Compton dirigid un estudio sobre las variaciones geogréaficas de la
intensidad de los rayos césmicos, confirmando las observaciones realizadas por el fisico holandés
Jacob Cay® quien, en sus viajes, habia llegado a la conclusion de que la intensidad de la radiacion
coésmica a nivel del mar varia segin la latitud geomagnética, siendo su valor minimo el
correspondiente al ecuador geomagnético.

Demas de UN grin numerous de investigations Scientifics, Compton public Secondary
Radiations Produced by X-rays (1922), X-Rays and Electrons (1926), X-Rays in Theory and
Experiment (con S. K. Allison, 1935), The Freedom of Man (1935) y Human Meaning of
Science (1940).

Entre otras distinciones, en 1934 fue Presidente de la American Physical Society y en 1942 de la
American Association for the Advancement of Science. En 1941, fue nombrado Chairman del
Comité de la Academia de Ciencias de los EE.UU para evaluar el uso de la energia atomica en

6 J. Clay, Penetrating Radiation I. Proc. Acad. Sci. Amsterdam 30, 1115 (1927); Penetrating Radiation Il. Proc.
Acad. Sci. Amsterdam, 31, 1091 (1927).
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tiempos de guerra. Conjuntamente con Enrico Fermi, Leo Szilard y Eugene Paul Wigner,
establecieron las bases para el primer reactor nuclear para la fision del uranio y para la produccion
de plutonio en los reactores de Hanford, plutonio que se usé en la bomba arrojada en Nagasaki en
1945,

En 1916, Compton se casé con Betty Charity McCloskey, con quien tuvo dos hijos.

Compton falleci6 el 15 de marzo de 1962, en Berkeley, California.

1 —4.- Niels Bohry la cuantificacion en sistemas materiales.

Niels Bohr tuvo el mérito de introducir la hipotesis de la cuantificacion de la energia a sistemas
materiales. Siendo ayudante de Ernest Rutherford, le envid tres trabajos, en los que aplicaba la
cuantificacion a la energia de los electrones en los atomos, ademas de pedirle ayuda con la
gramatica inglesa, idioma que él no dominaba muy bien. A Rutherford no le gustaron mucho esos
trabajos y le planted a Bohr diversas objeciones y le envio una carta en la que decia: "Sus ideas
acerca del modo en que se origina el espectro [del hidrogeno] son muy ingeniosas y parecen
funcionar muy bien, pero la mezcla de las ideas de Planck y la vieja Mecanica, hacen muy dificil la
formacion de una idea fisica sobre cual es la base de todo eso ... Una grave dificultad ... ;Como
decide un electron en qué frecuencia va a vibrar cuando pasa de un estado estacionario a otro?" Una
buena pregunta, sin duda. Para defender su modelo, Bohr, que estaba en Copenhagen, viajo a
Manchester para discutir con Rutherford sobre ese tema. No se pusieron de acuerdo, pero
igualmente Rutherford present6 ante la Royal Society el trabajo de Bohr’, con algunas pequefias
modificaciones gramaticales, el que fue publicado en el Philosophical Magazine en julio de 1913.2

Los textos de Fisica Moderna o de Fisica Atdmica trasuntan la idea de que Bohr desarrollé su
hipdtesis acerca del comportamiento del electron nada mas que para el atomo de hidrogeno, que su
postulacion de que el momento angular del electron debe ser un multiplo de h/2w, que al
desplazarse en una Orbita "permitida” no gana ni pierde energia y que al pasar de una de esas Orbitas
a otra, la energia que emite o absorbe estd cuantificada. Para muchos autores, estas postulaciones
fueron una suerte de parche gque introdujo para evitar que, al girar continuamente, el electron, por la
pérdida de energia, terminase cayendo sobre el nicleo, (modelo "saturniano” que, en 1904, habia
propuesto Hantaro Nagaoka) y que, ademas, le permitiese obtener una ecuaciéon analoga a la
empirica de Johann Jakob Balmer. Mas ain, muchos autores dan a entender que la cuantificacion
del momento angular habia sido salvada por Sommerfeld al hacerla extensiva a érbitas elipticas.
iNada mas alejado de la realidad!. En su trabajo "Sobre la constitucién de los &tomos y las
moléculas"”, Bohr desarrollé una teoria en la que la cuantificacién se aplicaba a todos los &tomos e

" Bohr no era "Fellow" de la Royal Society, por eso los trabajos los presentd Rutherford.

8La segunda parte la tesis de Bohr, titulada “SystemsContainingOnly a Single Electron", fue publicada en
septiembre de 1913 y la tercera y ultima parte, titulada “SystemsContainingSeveralNuclei,”, fue publicada dos meses
después.
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incluso a las moléculas. Por su importancia cientifica, la traduccion de las tres partes de este trabajo,
se incluye como anexo del presente capitulo.

Niels Henrik David Bohr naci6é en Kgbenhavn el 7 de
octubre de 1885. Fue hijo de Christian Bohr, un luterano
practicante, Profesor de Fisiologia en la Universidad local
y de Ellen Adler, integrante de una adinerada familia judia
vinculada a la banca y a la politica danesa.

Niels se matriculé en la Universidad local en 1903
donde estudié Fisica como materia principal, cursando
Astronomia, Matematicas y Quimica como materias
secundarias. La falta de Laboratorios en la Universidad lo
llevd a hacer investigacion experimental en el laboratorio
de su padre, donde elabor6 su trabajo sobre el analisis de
las vibraciones de los chorros de agua como medio para
determinar la tension superficial del liquido. Ese trabajo
N. H. D. Bohr fue premiado con la Medalla de Oro de la Academia de
Ciencias danesa de 1906.

En 1909, Niels obtuvo su Maestria y en 1911 su doctorado con su tesis "Estudios sobre la teoria
electrdonica de los metales”.

En 1911, la Fundacion Carlsberg le concedié una beca para estudiar en el extranjero, por lo que,
en septiembre, viajé a Inglaterra para completar sus estudios con J. J. Thomson. El trabajo con
Thomson no fue lo que Bohr imaginaba, de modo que fue a Manchester a trabajar con E.
Rutherford.

A partir de las ideas acerca del cuanto de accion que desarrollaron Planck y Einstein, Bohr
conjeturé que un atomo so6lo podria existir en un conjunto discreto de estados de energia
estacionarios, pero el 24 de julio de 1912, tuvo que abandonar el grupo de Rutherford para volver a
Dinamarca ya que el 1° de agosto de ese afio, se casaba con Margrethe Norlund, con quien tuvo seis
hijos.®

En 1913, completd sus ideas sobre la estructura del atomo de hidrogeno, para luego hacerlas
extensivas a otros atomos, en un trabajo que le envié a Rutherford para su aprobacion. A pesar de
las objeciones que le presentd, Rutherford hizo la presentacién de sus ideas en tres trabajos que
fueron publicados por el Philosophical Magazine con el titulo "On the Constitution of Atoms and

Su cuarto hijo, Aage Niels Bohr, obtuvo el Premio Nobel de Fisica 1975, compartido con Ben R. Mottelson y
James Rainwater, "por el descubrimiento de la conexién entre el movimiento colectivo y el movimiento de particulas en
los ndcleos atémicos y el desarrollo de la teoria de la estructura del ndcleo atémico basado en esta conexion®.
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Molecules"!%. En estos trabajos, Bohr aplico la teoria de Planck acerca de la cuantificacion de la
energia para disefiar su modelo atbmico y para corroborar sus hipétesis uso la cuantificacion de la
energia para encontrar una ecuacion similar a la formula empirica de Balmer para las lineas
espectrales del hidrdgeno. Inclusive, dentro del margen de error experimental, la constante hallada
por Bohr para la relacion entre las lineas del espectro es coincidente con la constante de Rydberg.

Al respecto la hipdtesis que publico en 1913 dice:"En todo!! sistema molecular consistente en
nucleos positivos y electrones, sistemas en los que los nucleos estan en reposo relativo entre si'y los
electrones se mueven en érbitas circulares, el momento angular de cada electrén alrededor del
centro de su Orbita — en el estado permanente del sistema — es igual a h/2x, donde h es la
constante de Planck"?

En 1916, Bohr fue nombrado Profesor de Fisica Tedrica en la Universidad de Copenhague.
Estando a cargo de esa cétedra, consiguié fondos de la Cerveceria Carlsberg para la creacion, en
1920, del Nordisk Institut for Teoretisk (Atom)fysik'®, donde se formaron Paul Dirac, Paul
Ehrenfest, Erwin Schrddinger, Werner Heisenberg, Carl von Weiszsécker, George Gamow, Lev
Davidovich Landau, Richard Chace Tolman, John Clarke Slater y otros cientificos que hicieron
grandes contribuciones al desarrollo de la Fisica durante el siglo XX. Bohr dirigié este Instituto
hasta 1962, el afio de su muerte.

A partir de 1930, sus investigaciones en el Institut estuvieron méas orientadas a la constitucion de
los nucleos atémicos, sus transmutaciones y desintegraciones. Se ocupé de desarrollar el modelo
nuclear de la gota liquida, que permitio entender el mecanismo de la fision nuclear del uranio,
realizada por Otto Hann y Fritz Strassmann y explicada por Lise Meitner en 1938.

Cuando los nazis estaban a punto de ocupar Dinamarca, Bohr — hijo de madre judia y esposo de
una judia — emigro a Suecia y luego paso los dos afos finales de la Guerra en Inglaterra y en los
Estados Unidos!* donde se asoci6 al proyecto "Atomic Energy Project".

En la década de 1920, incursioné en la Mecanica Cuéntica. A él se debe el llamado "Principio de
correspondencia™ (1923) que puede sintetizarse: En el limite de los niumeros cuanticos altos, los
resultados de la Mecénica Cuantica se aproximan a los de la Mecanica Clésica. En 1927, con Max

10 Bohr, N., "On the Constitution of Atoms and Molecules", Phil. Mag., Vol. XXVI, 6th. Ser., (1913), pp. 1 — 25.
Part. Il. pp. 476 —502; Part 111, pp. 857 — 875.

11E]| resaltado es nuestro.

12N, Bohr: "On the Constitution of Atoms and Molecules", Phil. Mag., Vol. XXVI1, 151, 1 — 25, (1913), p. 24 — 25.

Bnstituto Nordico de Fisica Atémica Tedrica.

14En 1998, el dramaturgo inglés Michael Frayn, publicé "Copenhague”, una obra de teatro que trata acerca de un
encuentro entre Niels Bohr y Werner Heisenberg en 1941, en la que el autor representa al fisico aleman como un
cientifico "democratico". Cabe mencionar que Heisenbergfue el Presidente de la Uranverein, un proyecto del Tercer
Reich que involucraba a los fisicos mas prominentes de Alemania para desarrollar una central nuclear que, ademas de
generar energia, permitiese producir bombas atomicas. A raiz de conocerse la obra teatral, la hija de Bohr publico las
cartas que intercambiaron Heisenberg y su padre. En ellas, Heisenberg le reprocha a Bohr y a otros fisicos daneses que
se opongan al Tercer Reich, que deben cooperar, porque Alemania va a ganar la guerra y dominaré al mundo.
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Born, Werner Heisenberg y otros cientificos, se ocup6 de la formalizacion de la Mecénica Cuantica
a partir de siete postulados.

En reconocimiento a su contribucién al entendimiento del comportamiento de los electrones en
los &tomos le fue otorgado el Premio Nobel de Fisica de 1922.

Publicé 115 trabajos de investigacion y varios libros, entre los que se destacan: The Theory of
Spectra and Atomic Constitution, (University Press, Cambridge, 1922 / 2nd. ed.), 1924; Atomic
Theory and the Description of Nature, (University Press, Cambridge, 1934/reprint 1961); The Unity
of Knowledge, (Doubleday & Co., New York, 1955).

Fue Presidente de la Real Academia Danesa de Ciencias, de la Comision de Energia atdmica de
Dinamarca, Miembro de la Royal Society y otras 20 sociedades cientificas, Doctor Honoris causa
de 34 instituciones universitarias.

Bohr fallecié en Copenhague el 18 de noviembre de 1962.

1 -5. El desarrollo de la Mecanica Cuantica.

En 1922, Louis de Broglie, publicé un trabajo*®* en el que utilizando los postulados de la
Mecanica Estadistica y de la Termodindmica, pudo encontrar una explicacion tedrica a la ley
(empirica) de Wien sobre la radiacion del cuerpo negro y llegar a la misma ecuacion que habia
planteado Planck en 1900 utilizando la hipotesis de la cuantizacion de la energia. Para el calculo de
la energia de los "atomos de luz" (como él los llamo) también utilizé las formulas de la Dindmica de
la relatividad.

El Principe Louis—Victor Pierre Raymond de Broglie, nacié en Dieppe. Francia, el 15 de agosto
de 1892. Fue hijo de Victor de Broglie, 5° Duque de Broglie, y de Pauline D'Armaillé. Estudié en

5Louis de Broglie: "Rayonnement noir et quanta de lumiére”, J. Phys. Radium, 1922, 3 (11), pp. 422 — 428.
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Paris, en el Liceo Janson de Sailly, donde termind sus
estudios secundarios en 1909. Inici6 sus estudios
universitarios en letras obteniendo su primer titulo en
Historia en 1910. Pero interesado en las actividades de su
hermano radi6logo, decidié estudiar Fisica en la
Universidad de Paris, graduandose en 1913. Fue llamado
al servicio militar y destinado a las comunicaciones
inalambricas cuando estallé la Primera Guerra Mundial,
permaneciendo en la estacién ubicada en la Torre Eiffel
hasta la finalizacion de la contienda en 1918. Luego
decidié profundizar sus estudios en Fisica tedrica para
tratar de obtener un doctorado, lo que logré en 1924 bajo
la supervision de Paul Langevin defendiendo su tesis
: Recherches sur la Théorie des Quanta, tesis que describia
L-V.P.R. de Broglie importantes ~ conclusiones  tedricas  sobre el
comportamiento del quantum de accion enfocado desde la
teoria la relatividad, conclusiones a las que habia llegado al cabo de dos afios de vincular la
Mecanica Estadistica, la Termodinamica y la concepcion relativista hasta encontrar una base tedrica
que expresaba la ley (empirica) de Wien sobre la radiacion del cuerpo negro. Entre las conclusiones
por él obtenidas figura en comportamiento dual de los electrones, lo que seria comprobado
experimentalmente, en 1927, por Davisson y Germer, al provocar la difraccion de electrones en su
paso a través de un cristal. Esa dualidad onda-corpusculo gener6 un avance importante en el
desarrollo de la Fisica.

Luego de su doctorado, durante dos afios dio conferencias en la Sorbonne sobre distintos temas
de Fisica Matematica y Fisica Tedrica, fue nombrado Profesor de esa especialidad en el Instituto
Henri Poincaré, que fue inaugurado en 17 de noviembre de 1928. En 1932, tomo la catedra de
Fisica Teorica en la Facultad de Ciencias de la Universidad de Paris. Al igual que en el Instituto
Henri Poincaré cada afio desarrollaba un tema diferente y muchos graduados venian a cursarlos y a
preparar sus tesis doctorales bajo su supervision.

Entre 1930 y 1950, De Broglie estuvo dedicado al estudio de diversas derivaciones de la
Mecanica ondulatoria, como la teoria relativista de Dirac, la teoria general del espin de las
particulas, las aplicaciones de la Mecéanica ondulatoria a la Fisica nuclear, etc. publicando una gran
cantidad de trabajos y unos veinticinco libros, sobre diversos temas vinculados a la Mecéanica
ondulatoria.

A partir de 1951, reanudd un estudio que habia abandonado en 1927 sobre la llamada "teoria de
la doble solucién" intentando dar una interpretacién causal de la Mecanica ondulatoria en términos
clasicos de espacio y tiempo, obteniendo nuevos resultados que publicé en Comptes rendus de la
Académie des Sciences.

De Broglie recibié6 maltiples distinciones, entre ellas el Premio Nobel de Fisica 1929, "por su
descubrimiento de la naturaleza ondulatoria de los electrones”, la Medalla Henri Poincaré 1929 de
la Académie des Sciences, en 1932, el Premio Albert | de Mdnaco, en 1952, el Premio Kalinga de
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la UNESCO, en 1956 recibi6 la Medalla de oro del Centre National de la Recherche Scientifique de
Francia.

Desde 1933, fue miembro de la Académie des Sciences y del Institut de France y desde 1942,
Secretario Permanente de la Seccidn de Ciencias matematicas de la Académie.

Francia le otorgd la Gran Cruz de la Legion de Honor. Fue Doctor Honoris causa en una docena
de Universidades y miembro de 18 Academias de Ciencias de distintos paises.

Entre sus libros mas importantes merecen destacarse: Recherches sur la théorie des quanta, (su
tesis doctoral) Paris, 1924. La mécanique ondulatoire, Gauthier-Villars, Paris, 1928. Introduction a
la nouvelle théorie des particules de M. Jean-Pierre Vigier et de ses collaborateurs, Gauthier-
Villars, Paris, 1961. Etude critique des bases de linterprétation actuelle de la mécanique
ondulatoire, Gauthier-Villars, Paris, 1963.

De Broglie, fallecio en Paris el 19 de marzo de 1987.
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Werner Karl Heisenberg naci6 el 5 de diciembre de 1901en Wirtzburg. Fueron sus padres el Dr.
August Heisenberg, Profesor de Griego en la Universidad de Munich y Annie Wecklein. Werner
estudio en el Maximilians Gymnasium de Munich hasta 1920 y luego ingreso a la Universidad de
Munich donde estudié Fisica con Arnold Sommerfeld, Wilhelm Wien, Ernst Pringsheim y
Matematicas con Arthur Rosenthal. A fines de 1922 fue a la Universidad de Gottingen donde
estudio Fisica con Max Born, Fisica experimental con James Frank y Matematicas con David
Hilbert.

En 1923, Heisenberg obtuvo su doctorado en la Universidad de Munich bajo la supervision de
Sommerfeld. El tema de tesis versd sobre la estabilidad y turbulencia de las corrientes liquidas. En
la parte experimental, Heisenberg fallo en la explicacion del funcionamiento del interferdmetro, un
dispositivo sobre el cual Wien habia dado muchisimas explicaciones. Wilhelm Wien quiso
aplazarlo, pero Sommerfeld fue en su auxilio y finalmente le aprobaron la tesis con la calificacion
méas baja. En 1926, en una reunion de la Deutsche Mathematiker-Vereinigung, Fritz Noether,
docente en Gottingen, que habia hecho varias publicaciones sobre flujo turbulento, planted serias
objeciones sobre las conclusiones a las que Ilegé Heisenberg en su tesis.

Luego de aprobar su tesis doctoral, Heisenberg comenzé a trabajar como asistente de Max Born
en Gottingen y en 1924 present6 una tesis de habilitacién docente, consiguiendo la venia legendi
para dar clases tedricas en esa universidad , ya que la Fisica experimental no era su fuerte®

18E| padre de Heisenberg le escribié James Franck pidiéndole que ayude a Werner en la parte experimental de la
Fisica. Frank hizo lo que pudo, pero no pudo vencer la completa falta de interés de Werner Heisenberg y abandond el
intento. Afios mas tarde, cuando Heisenberg intenté comprobar experimentalmente algunas consecuencias de su
principio de incertidumbre, cometid varios errores experimentales lo que motivo que Bohr se ocupara del tema, esto lo
llevd a formular la llamada "Interpretacién de Copenhaguen" de la Mecénica Cuantica. Mas detallessobre la
inhabilidadempirica de Heisenberg, puedenconsultarseenDavid C. Cassidy, Uncertainty, The Life and Science of
Werner Heisenberg, W. H. Freeman and Co., New York, 1994.
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En 1925, Werner Heisenberg desarroll6 por primera vez los principios de la Mecénica Cuéntica
mediante un sistema que incluia matrices. Un afio antes, Louis de Broglie habia predicho que los
electrones y otras particulas presentaban propiedades ondulatorias, — lo que seria confirmado en
1927 por los experimentos de Davisson y Germer sobre la difraccion de electrones. Este concepto
condujo a Erwin Schrddinger a desarrollar un sistema de Mecénica ondulatoria que posteriormente
demostré6 que era matematicamente equivalente a la Mecanica de matrices de Heisenberg.
Schrodinger utilizé un método més versatil al formular la Mecénica Cuantica basandose en diversos
postulados que incluyen reglas para construir operadores mecénico - cuanticos. EI mas importante
de estos es el operador que se relaciona con la energia y que se conoce como operador

hamiltoniano y que se simboliza con H . En este caso la energia E se obtiene resolviendo la
ecuacion diferencial

HY = Ew

Al aplicar esta ecuacion a atomos 0 moléculas sélo es posible resolverla para ciertos valores de
la energia E y por ello se dice que la energia esta cuantizada. La ecuacion de Schrodinger es una
ecuacion diferencial de segundo orden. Solo ciertas funciones, llamadas funciones de onda, son sus
soluciones posibles. De esta manera, como resultado de una ecuacion aparece la cuantizacion. Las
funciones que son soluciones de la ecuacion de Schrddinger tienen un significado especial: al
elevarlas al cuadrado (o0 si son complejas, al multiplicarlas por sus respectivos complejos
conjugados), se obtiene la densidad de probabilidad de que la particula a la cual la funcion de onda
estad asociada esté presente en una determinada region pequefa del espacio.

Los principios de la Mecéanica Cuantica permiten resolver diversos problemas dindmicos de
observables fisicos que se estudian en los cursos de Fisica moderna: la particula en una caja, el
oscilador armonico, el electron en el &tomo de hidrdgeno, etc.
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Tres de los "padres” de la Mecanica Cuéntica: Werner Karl Heisenberg (1901 - 1976), Louis-Victor
Pierre Raymond de Broglie (1892 — 1987) y Erwin Rudolf Josef Alexander Schrodinger (1887 —
1961).



APENDICE A

ON THE CONSTITUTION OF ATOMS AND MOLECULES.
Por NIELS BOHR Ph. D. Copenghagen.*
(Phil. Mag.S. 6. Vol.26. N° 151. Julio de 1913.)

INTRODUCCION

A fin de explicar los resultados de los experimentos de dispersion de rayos o por la materia, el
Profesor Rutherfordt ha presentado una teoria sobre la estructura de los a&tomos. De acuerdo con
esta teoria, un atomo consiste en un ndcleo cargado positivamente, rodeado por un sistema de
electrones que se mantienen juntos por fuerzas atractivas del nlcleo; la carga total negativa de los
electrones es igual a la carga positiva del nacleo. Ademas, se supone que el nicleo es el asiento de
la parte esencial del &tomo y que tiene dimensiones lineales extremadamente pequefias comparadas
con las dimensiones lineales de todo el atomo. Se deduce que el nimero de electrones en un atomo
es aproximadamente igual a la mitad del peso atomico. Se debe atribuir gran interés a este modelo
atdbmico porque, como Rutherford ha demostrado, la suposicion de la existencia de nucleos, como
los en cuestion, parece ser necesaria para dar cuenta de los resultados de los experimentos sobre
dispersion de los rayos o formando angulos grandes.

Sin embargo, en un intento por explicar algunas de las propiedades de la materia sobre la base
de este modelo atémico, nos encontramos con dificultades de naturaleza grave que surgen de la
aparente inestabilidad del sistema de electrones: [p. 2] dificultades evitadas a proposito en modelos
atdmicos considerados anteriormente, por ejemplo, en el propuesto por Sir J. J. Thomson**. Segun
la teoria de este Ultimo, el &tomo consiste en una esfera de electrificacion positiva uniforme, dentro
de la cual los electrones se mueven en 6rbitas circulares.

La principal diferencia entre los modelos atomicos propuestos por Thomson y Rutherford
consiste en la circunstancia de que las fuerzas que acttan sobre los electrones en el modelo atomico
de Thomson permiten ciertas configuraciones y movimientos de los electrones para los cuales el
sistema se encuentra en un equilibrio estable; pero, aparentemente, tales configuraciones, no existen
en el segundo modelo atomico. La naturaleza de la diferencia en cuestion tal vez se vea mas
claramente al notar que entre las cantidades que caracterizan al primer atomo aparece una cantidad,
— el radio de la esfera positiva,— cuya longitud tiene el mismo orden de magnitud que la extension
lineal del &tomo, mientras que tal longitud del radio no aparece entre las cantidades que caracterizan
al segundo atomo, que son las cargas y masas de los electrones y del nicleo positivo; ni puede ser
determinado Unicamente con la ayuda de estas Gltimas cantidades.

* Comunicado por el Prof. El Rutherford. F. R. S.

+ E. Rutherford, Phil. Mag. XXI, p. 669, (1911).

1 Ver también Geiger& Marsden, Phil. Mag., abril de 1913.
** ], J. Thomson, Phil. Mag.VII, p. 237, (1904).
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Sin embargo, la forma de considerar un problema de este tipo ha sufrido alteraciones esenciales
en los ultimos afos debido al desarrollo de la teoria de la radiacion de energia y la afirmacion
directa de los nuevos supuestos introducidos por esta teoria, que fueron encontrados en
experimentos sobre muy diferentes fendmenos tales como los de calores especificos, del efecto
fotoeléctrico, de los rayos de Rontgen, etc. El resultado de la discusion de estas cuestiones parece
ser un reconocimiento general de la insuficiencia de la electrodindmica clésica para describir el
comportamiento de sistemas de tamafio atdmico.t Cualquiera que sea la alteracion en las leyes de
movimiento de los electrones, parece necesario introducir en las leyes en cuestion una cantidad
ajena a la electrodindmica clésica, a saber, la constante de Planck,— o como a menudo se la llama,
el cuanto elemental de la accion. Mediante la introduccion de esta cantidad, la cuestion de la
configuracion estable de los electrones en los atomos se modifica esencialmente, ya que esta
constante es de tales dimensiones y magnitud que, junto con la masa y la carga de las particulas,
puede determinar una longitud del orden de magnitud requerido.

Este articulo es un intento de demostrar que la aplicacion de las ideas anteriores al modelo
atdbmico de Rutherford proporciona una base para [p. 3] una teoria sobre la constitucion de los
atomos. Mas adelante se mostrara que de esta teoria se nos lleva a una teoria de la constitucion de
las moléculas.

En la presente primera parte del articulo, se discute el mecanismo de unidn de electrones
mediante un nucleo positivo en relacion con la teoria de Planck. Se mostrara que eso es posible
desde un punto de vista que toma en cuenta, de manera simple, la ley del espectro de lineas del
hidrogeno. Ademas, se dan razones para una hipdtesis principal sobre la que se basan las
consideraciones contenidas en las siguientes partes.

Deseo expresar mi agradecimiento al Prof. Rutherford por su amable y alentador interés en este
trabajo.

PARTE |.— UNION DE ELECTRONES MEDIANTE NUCLEOQS POSITIVOS.
8 1. Consideraciones generales.

La inadecuacion de la electrodinamica clasica para explicar las propiedades de los atomos de un
modelo atomico como el de Rutherford, aparecerd muy claramente si consideramos un sistema
simple consistente en un ndcleo cargado positivamente de dimensiones muy pequefias y un electrén
que describe Orbitas cerradas a su alrededor. Para simplificar, supongamos que la masa del electron
es despreciablemente pequefia en comparacion con la del nucleo, y ademas, que la velocidad del
electron es pequefia en comparacién con la de la luz.

+ Ver, porejemplo, "Théorie du rayonnement et les quanta.”, Rapports de la réunion a Bruxelles, Nov. 1911,
Publicadopor P. Langevin y L. de Broglie, Gauthier - Villars, Paris, 1912.
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Asumamos al principio que no hay radiacion de energia. En este caso, el electron describir
Orbitas elipticas estacionarias. La frecuencia de revolucién o y el eje mayor de la érbita 2a
dependerén de la cantidad de energia W que debe transferirse al sistema para llevar al electrén a una
distancia infinitamente grande, lejos del nicleo. Denotando la carga del electron y la del nicleo por
— ey E respectivamente y a la masa del electron por m, obtenemos

2 W?
0 eE\/ﬁ W

Ademas, se puede demostrar facilmente que el valor medio de la energia cinética del electrén,
tomada para una revolucion completa, es igual a W. Vemos que, si no se da el valor de W, no habra
valores de w ni de a caracteristica para el sistema en cuestion.

Sin embargo, ahora debemos tomar en cuenta el efecto de la radiacion de energia, que se calcula
de manera ordinaria a partir de la aceleracion del electron. En este caso el electron [p. 4] ya no
describe Orbitas estacionarias. W aumentara continuamente y el electrén se acercara al nucleo
describiendo orbitas de dimensiones cada vez mas pequefias, y cada vez con mayor frecuencia. En
promedio, el electrén gana en energia cinética al mismo tiempo que todo el sistema pierde energia.
Este proceso continuara hasta que las dimensiones de la orbita sean del mismo orden de magnitud
que las dimensiones del electron o de las del nucleo. Un simple célculo muestra que la energia
irradiada durante el proceso considerado, sera enormemente grande en comparacion con la irradiada
en procesos moleculares ordinarios.

Es obvio que el comportamiento de tal sistema sera muy diferente al comportamiento de un
sistema atomico que ocurre en la naturaleza. En primer lugar, los atomos reales en su estado
permanente parecen tener dimensiones y frecuencias absolutamente fijas. Ademas, si consideramos
cualquier proceso molecular, el resultado siempre parece ser que después de que se irradia una
cierta cantidad de energia caracteristica de los sistemas en cuestion, los sistemas volveran a
establecerse en un estado estable de equilibrio, en el cual las distancias que separan a las particulas
son del mismo orden de magnitud que antes del proceso.

Ahora, el punto esencial en la teoria de la radiacion de Planck es que la radiacion de energia de
un sistema atémico no ocurre de manera continua, como se supone en la electrodindmica ordinaria,
sino que, por el contrario, tiene lugar en emisiones claramente separadas, la cantidad de la energia
irradiada desde un vibrador atomico de frecuencia v en una sola emision es igual a thv, donde t es
un nimero entero, y h es una constante universal*.

\Volviendo al caso simple de un electron y un ndcleo positivo que hemos considerado
anteriormente; supongamos que el electron al comienzo de la interaccion con el nlcleo estaba a una
gran distancia del ndcleo y no tenia una velocidad sensible con respecto a este ultimo. Supongamos
ademas que el electron después de la interaccion se ha establecido en una drbita estacionaria

* Ver, por ejemplo, M. Planck, Ann. d. Phys. XXXI. p. 758 (1910); XXXVII, p. 642 (1912); Verh. deutsch. Phys.Ges.
1911, p. 138.
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alrededor del nicleo. Asumiremos, por las razones que se mencionan mas adelante, que la drbita en
cuestién es circular; esta suposicion, sin embargo, no hara ninguna alteracion en los célculos para
los sistemas que contienen un solo electrén.

Supongamos ahora que, durante la vinculacion del electrén con el nlcleo, se emite una radiacion
homogénea de una frecuencia v, igual a la mitad de la frecuencia de revolucion del electron en su
orbita [p. 5] final; luego, segln la teoria de Planck, podriamos esperar, que la cantidad de energia
emitida por el proceso considerado sea igual a thv, donde h es la constante de Planck y t un nimero
entero. Si asumimos que la radiacion emitida es homogénea, la segunda suposicién relativa a la
frecuencia de la radiacion se sugiere a si misma, ya que la frecuencia de revolucion del electrén al
comienzo de la emision es 0*. La cuestion de la rigurosa validez de ambos supuestos, y también de
la aplicacién hecha de la teoria de Planck, se discutira mas detalladamente en la § 3.

Haciendo

W = rh% 2)

Obtenemos mediante la ayuda de la formula (1)

_ 2n’me’E? w_4n2me2E2 . 9g °h’

W : PP
t2h? °h3 2n’meE

(3)

Si, en estas ecuaciones, le damos a t diferentes valores, obtendremos una serie de valores para
W, o y a, correspondientes a una serie de configuraciones del sistema. Las consideraciones
anteriores, nos llevan a suponer que estas configuraciones se corresponderan con los estados del
sistema en los que no hay radiacién de energia; estados que seran estacionarios siempre que el
sistema no se vea afectado desde el exterior. Vemos que el valor de W es el mayor cuando t tiene el
valor méas pequefio: 1. Por lo tanto, este caso correspondera al estado mas estable del sistema, es
decir, correspondera a la ruptura del atomo que requiere la mayor cantidad de energia.

Haciendo en las expresiones de mas arriba t = 1 y E = e, e introduciendo los valores
experimentales

e =47 x 1010 %=5,31x10”; h=65x10"7

encontramos que

*¢? En el original: If we assume that the radiation emitted is homogeneous, the second assumption concerning the

frequency of the radiation suggests itself, since the frequency of revolution of theelectron at the beginning of the
emission is 0.
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w
e

2a=11x10"%cm; ©=6,2x10" =13 volt

1,
S )

Vemos que estos valores son del mismo orden de magnitud que las dimensiones lineales de los
atomos, las frecuencias Opticas y los potenciales de ionizacion.

La importancia general de la teoria de Planck para la discusion del comportamiento de los
sistemas atomicos fue sefialada originalmente por Einstein*. Las consideraciones de Einstein fueron
[p. 6] desarrolladas y aplicadas a varios fendmenos diferentes, especialmente por Stark, Nernst y
Sommerfeld. la concordancia sobre el orden de magnitud entre los valores observados para las
frecuencias y dimensiones de los aomos, y los valores para estas cantidades calculados por
consideraciones similares a las dadas mas arriba, ha sido objeto de mucha discusién. Fue sefialado
por primera vez por Haas**, en un intento por explicar el significado y el valor de la constante de
Planck sobre la base del modelo atdmico de J. J. Thomson, con la ayuda de las dimensiones lineales
y la frecuencia de un atomo de hidrogeno.

Los sistemas del tipo considerados en este documento, en el que las fuerzas entre las particulas
varian inversamente al cuadrado de la distancia, fueron analizados en relacion con la teoria de
Planck por J. W. Nicholsonf. En una serie de articulos, este autor ha demostrado que parece posible
explicar ciertas lineas, de origen hasta ahora desconocido, en los espectros de las nebulosas
estelares y de la corona solar, asumiendo la presencia en estos cuerpos de ciertos elementos
hipotéticos de constitucion y forma indicadas con precision. Se supone que los d&tomos de estos
elementos consisten, simplemente, en anillos de unos pocos electrones que rodean a nucleos
positivos de dimensiones insignificantemente pequefias. Las relaciones entre las frecuencias
correspondientes a las lineas en cuestion fueron comparadas con las relaciones entre las frecuencias
correspondientes a diferentes modos de vibracién de los anillos de electrones. Nicholson ha
obtenido una relacién con la teoria de Planck que muestra que las relaciones entre las longitudes de
onda de diferentes conjuntos de lineas del espectro de la corona solar se pueden explicar con gran
precision al suponer que la relacion entre la energia del sistema y la frecuencia de rotacion del anillo
es igual a un multiplo entero de la constante de Planck. La cantidad a la que Nicholson se refiere
como la energia es igual al doble de la cantidad que hemos indicado por W. En el Gltimo articulo
citado, Nicholson ha considerado necesario dar a la teoria una forma mas complicada, aunque, sin
embargo, representa la relacion entre la energia y la frecuencia por una simple funcion de nimeros
enteros.

El excelente acuerdo entre los valores calculados y observados de las relaciones entre las
longitudes de onda en cuestién, parece ser un fuerte argumento a favor de la validez de los
fundamentos de los calculos de Nicholson. Sin embargo, pueden plantearse [p. 7] serias objeciones
contra la teoria. Estas objeciones estan intimamente relacionadas con el problema de la

*A. Einstein, Ann. d. Phys. XVII, p. 132, (1905); XX, p. 199, (1906); XXII, p. 180,(1907).

**A, E. Haas, Jahrb. d. Rad. u. El., VII, p. 261, (1910), Ver también, A. Schidlof, Ann. d. Phys., XXXV, p. 90,
(1911); E. Wertheimer, Phys. Zeitschr., XII, p. 409, (1911), Verh. deutsch. Phys. Ges., 1912, p. 431; F. A. Lindemann,
Verh. deutsch. Phys. Ges., 1911, pp. 482, 1107; F. Haber, Verh. deutsch. Phys. Ges., 1911, p. 1117.

+J. W. Nicholson, Month. Not. Roy. Astr. Soc., LXXII, pp. 49, 139, 677, 693, 729, (1912).
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homogeneidad de la radiacion emitida. En los calculos de Nicholson, la frecuencia de las lineas en
un espectro de lineas se identifica con la frecuencia de vibracion de un sistema mecénico en un
estado de equilibrio claramente indicado. Como se usa una relacién de la teoria de Planck,
podriamos esperar que la radiacion se envie en cuantos; pero los sistemas como los considerados, en
los que la frecuencia es una funcién de la energia, no pueden emitir una cantidad finita de una
radiacion homogénea; porque, tan pronto como se inicia la emision de radiacion, la energia y
también la frecuencia del sistema se alteran. Ademas, segun el calculo de Nicholson, los sistemas
son inestables para algunos modos de vibracion. Aparte de tales objeciones, que pueden ser sélo
formales (ver pag. 23), debe observarse que la teoria, en la forma dada, no parece ser capaz de
explicar las conocidas leyes de Balmer y Rydberg que conectan las frecuencias de las lineas en los
espectros de lineas de los elementos ordinarios.

Ahora se intentard demostrar que las dificultades en cuestion desaparecen si consideramos los
problemas desde el punto de vista tomado en este documento. Antes de continuar, puede ser Util
replantear brevemente las ideas que caracterizan los calculos en la pagina 5. Los principales
supuestos utilizados son:

(1) Que el equilibrio dinamico de los sistemas en los estados estacionarios se puede discutir con
la ayuda de los equilibrios mecanicos ordinarios, mientras que el paso de los sistemas entre
diferentes estados estacionarios no se puede tratar sobre esa base.

(2) A este ultimo proceso le sigue la emision de una radiacion homogénea, para la cual la
relacion entre la frecuencia y la cantidad de energia emitida es la dada por la teoria de Planck.

El primer supuesto parece evidente; porque se sabe que la Mecénica ordinaria no puede tener
validez absoluta, sino que sélo se mantendra en los célculos de ciertos valores medios del
movimiento de los electrones. Por otra parte, en los calculos del equilibrio dinamico en un estado
estacionario, en el que no hay desplazamiento relativo de las particulas, no hay necesidad de
distinguir entre los movimientos reales y sus valores medios. El segundo supuesto esta en obvio
contraste con las ideas ordinarias de la electrodindmica, pero parece ser necesario para dar cuenta de
los hechos experimentales.

En los calculos en la pagina 5, hemos hecho uso adicional de los supuestos [p. 8] mas
especiales, a saber, que los diferentes estados estacionarios corresponden a la emision de un nimero
diferente de cuantos de energia de Planck, y que la frecuencia de la radiacion emitida durante el
paso del sistema desde un estado en el que aun no se irradia energia a uno de los estados
estacionarios, es igual a la mitad de la frecuencia de revolucion del electrén en este Gltimo estado.
Sin embargo, también podemos (ver 8 3) llegar a las expresiones (3) para los estados estacionarios
mediante el uso de supuestos de manera algo diferentes. Por lo tanto, posponemos la discusién de
las suposiciones especiales, y primero mostraremos como, con la ayuda de las suposiciones
principales anteriores y de las expresiones (3) para los estados estacionarios, podemos explicar las
lineas del espectro del hidrogeno.

8. Emision de espectros de lineas
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Espectro de hidrdgeno. La evidencia general indica que un &omo de hidrégeno consiste
simplemente en un Unico electrén que gira alrededor de un nacleo positivo de carga e* . La
reformacién de un atomo de hidrégeno, cuando el electrén ha sido retirado a grandes distancias del
ndcleo — por ejemplo, por el efecto de la descarga eléctrica en un tubo de vacio, — correspondera en
consecuencia a la unién de un electrén a un nacleo positivo considerado en la pagina 5. Si en (3)
ponemos E = e, obtenemos la cantidad total de energia irradiada por la formacion de uno de los
estados estacionarios,

2 4
w,- 20
T

Por consiguiente, la cantidad de energia emitida por el paso del sistema desde un estado
correspondiente a t = t1 a uno correspondiente a T = 12, €S

2 4
Wy o 2mmeE [i_i)

T T 2 2 2
? ! h T, T,

Si ahora suponemos que la radiacion en cuestion es homogeénea, y que la cantidad de energia
emitida es igual a hv, donde v es la frecuencia de la radiacion, obtenemos

W, -W, =hv,

[p. 9]y, a partir de esto

v=2n2meE“(i_i] @)

3 2 2
h T, T,

Vemos que esta expresion explica la ley que conecta las lineas en el espectro del hidrégeno. Si
ponemos 12 = 2 y dejamos que tz varie, obtenemos la serie ordinaria de Balmer. Si ponemos 1> = 3
obtenemos la serie en el ultra-rojo observado por Paschen* y previamente sospechada por Ritz. Si
ponemos 12 = 1y 12 =4, 5, ..., obtendremos series respectivamente en el ultravioleta extremo y en el
ultra-rojo extremo, que, si bien, no se observan, se puede esperar su existencia. El acuerdo en esta
cuestion es tanto cuantitativo como cualitativo. Poniendo

e=47x107, % ~531x107 y h=65x107,

tenemos:

* Ver, por ejemplo, N. Bohr, Phil Mag. XXV, p. 24, (1913). La conclusion alcanzada en el articulo citado esta
fuertemente apoyada por el hecho de que, en los experimentos de Sir J. J. Thomson acerca de los rayos positivos, es el
Unico elemento que nunca presenta una carga positiva correspondiente a la pérdida de més de un electrén [Phil. Mag.
XXIV, p. 672, 1912)]

*F. Paschen; Ann. d. Phys., XXVII, p. 565 (1908).

24



I. Introduccion

2n’meE*
T

31x10%.

El valor observado para el factor fuera del paréntesis en la formula (4) es
3,290x10"

El acuerdo entre los valores teoricos y los observados esta dentro de la incertidumbre debido a
errores experimentales en las constantes que entran en la expresion para el valor teérico. En la § 3
volveremos a considerar la posible importancia del acuerdo en cuestion.

Cabe destacar que el hecho de que no haya sido posible observar mas de 12 lineas de la serie de
Balmer en experimentos con tubos de vacio, mientras que se observan 33 lineas en el espectro de
algunos cuerpos celestes, es justamente lo que debemos esperar de la teoria anterior. De acuerdo
con la ecuacion (3), el diametro de la orbita del electron en los diferentes estados estacionarios es
proporcional a t,. Para © = 12, el diametro es igual a 1,6.10° cm, o igual a la distancia media entre
las moléculas en un gas a una presion de aproximadamente 7 mm de mercurio; para t = 33 el
diametro es igual a 1,2. 10®°cm., que corresponde a la distancia media de las moléculas a una
presion de aproximadamente 0,02 mm de mercurio. Por lo tanto, segun la teoria, la condicion
necesaria para la aparicion de una gran cantidad de lineas, es una densidad muy pequefa del gas.
Pero para obtener simultaneamente una [p. 10] intensidad suficiente para la observacion, el espacio
lleno con el gas debe ser muy grande.

Si la teoria es correcta, es posible que, en experimentos con tubos de vacio, nunca podamos
observar las lineas correspondientes a nimeros altos de la serie de Balmer del espectro de emision
de hidrogeno. Sin embargo, podria ser posible observar las lineas investigando el espectro de
absorcion de este gas (ver § 4).

Se observara que de la manera anterior no obtendremos otras series de lineas, generalmente
atribuidas al hidrogeno; por ejemplo, la serie, primero observada por Pickering*, en el espectro de
la estrella CPuppis, y el conjunto de series recientemente encontradas por Fowlerimediante
experimentos con tubos de vacio que contienen una mezcla de hidrogeno y helio. Sin embargo,
veremos que, con la ayuda de la teoria anterior, podemos explicar de manera natural estas series de
lineas si las atribuimos al helio.

Segun la teoria de Rutherford, un a&tomo neutro de este Gltimo elemento consiste en un nucleo
positivo de carga 2e y dos electrones. Ahora, considerando la unién de un solo electron por un
nucleo de helio, obtenemos, poniendo E = 2e en las expresiones (3) en la pagina 5, y procediendo
exactamente de la misma manera que arriba,

*E. C. Pickering, Astrophys.J., IV, p. 369 (1896); V, p. 92 (1897).
+A. Fowler, Month. Not, Roy. Astr. Soc., LXXIII, Dec. 1912.
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8n’me’( 1 1) 2m’me’| 1 1
=3 |2tz -
h T, T

h3 ’sz 2 ’Cl 2
) ()

Si en esta formula ponemos 12 = 1 0 12 = 2, obtenemos series de lineas en el ultravioleta lejano.

Si ponemos 12 = 3, y dejamos que 12 varie, obtenemos una serie que incluye 2 de las series
observadas por Fowler y que denota como la primera y la segunda serie principal del espectro de
hidrégeno. Si ponemos 12 = 4, obtenemos la serie observada por Pickering en el espectro de
CPuppis. Cada segunda de las lineas en esta serie es idéntica a una linea en la serie Balmer del
espectro de hidrégeno; Por lo tanto, la presencia de hidrégeno en la estrella en cuestién puede
explicar el hecho de que estas lineas sean de mayor intensidad que el resto de las lineas de la serie.
La serie también se observa en los experimentos de Fowler, y se denota en su articulo como la serie

Sharp del espectro de hidrégeno. Si finalmente en la férmula anterior ponemos 1t = 5, 6, ...,
obtendremos una serie, cuyas lineas intensas se deben esperar en el ultra-rojo.

La razdn por la cual el espectro considerado no se observa en los tubos de [p. 11] helio
ordinarios puede ser que en tales tubos la ionizacion del helio no es tan completa como en la estrella
considerada o en los experimentos de Fowler, donde se envid una fuerte descarga a traves de una
mezcla de hidrégeno y helio. La condicion para la aparicion del espectro es, segun la teoria anterior,
que los atomos de helio estan presentes en un estado en el que han perdido sus dos electrones.
Ahora debemos suponer que la cantidad de energia que se debe utilizar para eliminar el segundo
electron de un atomo de helio es mucho mayor que la que se usara para eliminar el primero.
Ademas, de los experimentos con rayos positivos, se sabe que los &tomos de hidrégeno pueden
adquirir una carga negativa; por lo tanto, la presencia de hidrogeno en los experimentos de Fowler
puede hacer que se eliminen mas electrones de algunos de los atomos de helio de lo que seria el
caso si solo estuviera presente el helio.

Espectros de otras sustancias. En el caso de los sistemas que contienen mas electrones, de
conformidad con el resultado de los experimentos, para sus espectros de lineas debemos esperar
leyes mas complicadas que las consideradas. Trataré de demostrar que el punto de vista adoptado
anteriormente permite, en cualquier caso, una cierta comprension de las leyes observadas.

De acuerdo con la teoria de Rydberg, con la generalizacién dada por Ritz*, la frecuencia
correspondiente a las lineas del espectro de un elemento se puede expresar mediante

v=F(t)-F(%),

donde t1 y 12 son nameros enteros, y Fi1, F2, Fs, .... son funciones de t que son aproximadamente
K

(t+a ) (t+a)

iguales a , ... , donde K es una constante universal igual al factor que esta fuera

*W. Ritz, Phys. Zeitschr., IX, p. 521 (1908).

26



I. Introduccion

del paréntesis en la ecuacion (4) del espectro del hidrogeno. Las diferentes series resultan si
ponemos t1 0 12 igual a un nimero fijo y dejamos que el otro varie.

La circunstancia de que la frecuencia puede ser escrita como la diferencia entre dos funciones
de numeros enteros, sugiere un origen del espectro en cuestion similar al que hemos asumido para
el hidrogeno, esto es, que las lineas corresponden a una radiacion emitida durante el paso del
sistema entre dos estados estacionarios diferentes. Para sistemas que contienen mas de un electrén,
la discusion detallada puede ser muy complicada, ya que habrd muchas configuraciones diferentes
de los electrones que pueden considerarse como estados estacionarios. Esto puede explicar los
diferentes conjuntos de series en los espectros de linea emitidos por las [p. 12] sustancias en
cuestién. Aqui solo trataré de mostrar como, con ayuda de la teoria, se puede explicar simplemente
que la constante K que integra en la formula de Rydberg es la misma para todas las sustancias.

Supongamos que el espectro en cuestion corresponde a la radiacion emitida durante la unién de
un electron; y asumamos ademdas que el sistema que incluye al electron considerado es
eléctricamente neutro. La fuerza que actua sobre el electron, cuando se encuentra a una gran
distancia del nucleo y los electrones que se han unido previamente, sera casi la misma que en el
caso anterior de la union de un electron con un ndcleo de hidrogeno. Por lo tanto, la energia
correspondiente a uno de los estados estacionarios sera muy parecida a la dada por la expresion (3)
en la pagina 5, si ponemos E = e. En consecuencia, para t grandes obtenemos

Iim(r2 X Fl(r))= II'm(r2 X FZ(’C))= = % ,

de acuerdo con la teoria de Rydberg.

8. Consideraciones generales. Continuacion

Ahora volveremos a la discusion (ver pagina 7) de los supuestos especiales utilizados para
deducir las expresiones (3) de la pagina 5 para los estados estacionarios de un sistema que consiste
en un electrén que gira alrededor de un nucleo.

Por un lado, hemos asumido que los diferentes estados estacionarios corresponden a una
emision de un namero diferente de cuantos de energia. Teniendo en cuenta los sistemas en los que la
frecuencia es una funcién de la energia, esta suposicién, sin embargo, puede considerarse
improbable; porque tan pronto como se envia un cuanto, la frecuencia se altera. Ahora veremos que
podemos dejar el supuesto utilizado y adn retener la ecuacion (2) en la pagina 5, y por lo tanto la
analogia formal con la teoria de Planck.

En primer lugar, se observara que para dar cuenta de la ley de los espectros con la ayuda de las
expresiones (3), para los estados estacionarios, no ha sido necesario suponer que en cualquier caso
se envia una radiacion correspondiente de mas de una Unica energia cuantica, hv. Se puede obtener
informacion adicional sobre la frecuencia de la radiacion comparando los célculos de la radiacion
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de energia en la region de las vibraciones lentas sobre la base de los supuestos anteriores mediante
los célculos basados sobre la Mecénica ordinaria. Como se sabe, los calculos sobre esta Gltima base
estan de acuerdo con experimentos sobre la radiacion de energia en la regién mencionada.

Supongamos que la relacion entre la cantidad total de [p. 13] energia emitida y la frecuencia de
revolucion del electron para los diferentes estados estacionarios viene dada por la ecuacion W = f(t)
x ho, en vez de por la ecuacion (2). Procediendo de la misma manera que arriba, obtenemos en este
caso en vez de (3)

_ n’me’E? _ n’me’E’

WeEoreR) T )

\Vemos que para obtener una expresion de la misma forma que la serie de Balmer debemos
poner f (1) = cr.

Para determinar c, consideremos ahora el paso del sistema entre dos estados estacionarios
sucesivos correspondientesa t =Ny t =N — 1; Introduciendo f (t) = ct, obtenemos la frecuencia
de la radiacion emitida.

_m'me’E®  2N-1
2c’h*  N*(N-1)°

Para la frecuencia de revolucidn del electron antes y después de la emision tenemos

o = ﬂ:ZmeZEZ o _ aneZEZ
AAPTS SINEN N oethd(N—1)

Si N es grande, la relacion entre la frecuencia antes y después de la emision serd muy cercana a
1; por lo tanto, y de acuerdo con la electrodinamica ordinaria, debemos esperar que la relacion entre
la frecuencia de radiacién y la frecuencia de revolucion también sea casi igual a 1. Esta condicion
solo se cumplird si ¢ = /. Poniendo f(t) = */> llegamos nuevamente a la ecuacion (2) v,
consecuentemente, a la expresion (3) para los estados estacionarios.

Si consideramos el paso del sistema entre dos estados correspondientesa t= Nyt =N —n,
donde n es pequefio en comparacion con N, obtenemos la misma aproximacion que antes, poniendo

f(z) = %
V=N

[p. 14] La posibilidad de una emisién de una radiacion de tal frecuencia también se puede
interpretar a partir de una analogia con la electrodinamica ordinaria, ya que un electrén que gira
alrededor de un ndcleo en una drbita eliptica emitird una radiacion que, segun el teorema de Fourier,
puede resolverse en componentes homogéneos, cuyas frecuencias son no, si ® es la frecuencia de
revolucion del electrén.
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Por lo tanto, esto nos lleva a suponer que la interpretacion de la ecuacién (2) no es que los
diferentes estados estacionarios correspondan a una emision de diferentes nimeros de cuantos de
energia, sino que la frecuencia de la energia emitida que acompafia al paso del sistema desde un
estado en el que aun no se irradia energia a uno de los diferentes estados estacionarios, es igual a
diferentes maltiplos de ®/2, donde ® es la frecuencia de revolucion del electron en el estado
considerado. De esta suposicion obtenemos exactamente las mismas expresiones que antes para los
estados estacionarios, y de éstas con la ayuda de las suposiciones principales de la pagina 7, la
misma expresion para la ley del espectro de hidrégeno. Por consiguiente, podemos tomar nuestras
consideraciones preliminares de la pagina 5 so6lo como una forma simple de representar los
resultados de la teoria.

Antes de terminar la discusion de esta cuestion, volvamos por un momento a la cuestién de la
importancia del acuerdo entre los valores observados y los calculados de la constante que interviene
en las expresiones (4) para la serie de Balmer del espectro de hidrégeno. De la consideracion
anterior se seguira que, tomando el punto de partida en la forma de la ley del espectro del hidrégeno
y asumiendo que las diferentes lineas corresponden a una radiacion homogenea emitida durante el
paso entre diferentes estados estacionarios, llegaremos exactamente a la misma expresion para la
constante en cuestion que la dada por (4), si solo asumimos (1) que la radiacion se envia en cuantos
de energia hv, y (2) que la frecuencia de la radiacion emitida durante el paso del sistema entre los
estados estacionarios sucesivos coincidiran con la frecuencia de revolucion del electron en la region
de vibraciones lentas.

Como todos los supuestos utilizados en esta ultima forma de representar la teoria son de un
caracter que podriamos considerar cualitativo y, si esta consideracion es solida, podemos esperar un
acuerdo absoluto entre los valores calculados y observados para la constante en cuestion, y no sélo
un acuerdo aproximado. Por lo que la férmula (4) puede ser valiosa en la discusion de los resultados
de las determinaciones experimentales de las constantes e, my h.

[p. 15] Obviamente, si bien no puede haber duda desde una base mecanica de los calculos dados en
este documento, es posible, sin embargo, dar una interpretacion muy simple del resultado del
calculo en la pagina 5 con ayuda de simbolos tomados de la Mecénica ordinaria. Denotando el
momento angular del electron alrededor del nicleo por M, tenemos inmediatamente para una Orbita
circular tM = T/w, donde  es la frecuencia de revolucién y T la energia cinética del electron; para
una orbita circular tenemos ademas T = W (ver pagina 3) y de (2), pagina 5, en consecuencia,
obtenemos

M =1M,,

h 7
donde M,=—=1,04x10""".

2n

Por lo tanto, si asumimos que la 6rbita del electrén en los estados estacionarios es circular, el
resultado del célculo en la pagina 5 puede expresarse mediante la simple condicién: que el
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momento angular del electron alrededor del nucleo en un estado estacionario del sistema es igual a
un multiplo entero de un valor universal, independiente de la carga en el ndcleo. Nicholson*
enfatiza la posible importancia del momento angular en la discusion de los sistemas atomicos en
relacion con la teoria de Planck.

Excepto en la investigacion de la emision y absorcion de la radiacion, no observamos una gran
cantidad de estados estacionarios diferentes. En la mayoria de los otros fendmenos fisicos, solo
observamos los dtomos de la materia en un solo estado distinto, por ejemplo, el estado de los
atomos a baja temperatura. Las consideraciones anteriores, nos llevan de inmediato a la suposicion
de que el estado "permanente™ es uno de los estados estacionarios durante cuya formacién se emite
la mayor cantidad de energia. De acuerdo con la ecuacién (3) en la pagina 5, este estado es el que
corresponde at =1I.

8. Absorcion de radiacion.

Para tener en cuenta la ley de Kirchhoff, es necesario introducir supuestos sobre el mecanismo
de absorcion de radiacion vinculados a los que hemos utilizado teniendo en cuenta la emision. Por
lo tanto, debemos asumir que un sistema formado por un nucleo y un electrén que gira alrededor de
él en ciertas circunstancias puede absorber una radiacion de una frecuencia igual a la frecuencia de
la radiacion homogénea emitida durante el [p. 16] paso de ese sistema entre diferentes estados
estacionarios. Consideremos la radiacion emitida durante el paso del sistema entre dos estados
estacionarios A1 y A2 que corresponden a valores para t igual a 11 y 12, con t1>12. Como la
condicidn necesaria para la emision de la radiacion en cuestion es la presencia de sistemas en el
estado A1, debemos suponer que la condicion necesaria para la absorcion de la radiacion es la
presencia de sistemas en el estado A..

Estas consideraciones parecen estar en conformidad con los experimentos de absorcion en
gases. Por ejemplo, en el gas hidrégeno en condiciones ordinarias, no hay absorcion de radiacion de
una frecuencia correspondiente al espectro de lineas de este gas; Tal absorcion solo se observa en
gas de hidrogeno excitado a un estado luminoso. Esto es lo que debemos esperar de acuerdo con lo
anterior. En la pagina 9 hemos asumido que la radiacion en cuestion se emitio durante el paso de los
sistemas entre estados estacionarios correspondientes at > 2.

En las condiciones ordinarias, el estado de los atomos del gas hidrégeno deberia corresponder a
1 = |; ademas, los &tomos de hidrogeno en condiciones normales se combinan formando moléculas,
o0 sea, formando sistemas en los que los electrones tienen frecuencias diferentes de las de los &tomos
(ver Parte 111.). De la circunstancia de que ciertas sustancias en un estado no luminoso, como, por
ejemplo, el vapor de sodio, absorben radiacion correspondiente a lineas del espectro de lineas de las
sustancias, podemos concluir que las lineas en cuestion son emitido durante el paso del sistema
entre dos estados, uno de los cuales es el estado permanente.

*J. W. Nicholson, loc. cit. p. 679.

30



I. Introduccion

El hecho de que nos hemos visto obligados a asumir. que un sistema de electrones absorbera
una radiacion de una frecuencia diferente de la frecuencia de vibracion de sus electrones, muestra
cuanto se diferencian las consideraciones anteriores de una interpretacion basada en la
electrodinamica ordinaria y calculada de manera ordinaria. A este respecto, puede ser interesante
mencionar una generalizacion de las consideraciones a las que nos guian los experimentos sobre el
efecto fotoeléctrico y que pueden arrojar algo de luz sobre el problema en cuestion. Consideremos
un estado del sistema en el cual el electron es libre, o sea, en el cual el electron posee energia
cinética suficiente para alejarse a infinitas distancias del nucleo. Si suponemos que el movimiento
del electron esté regido por la Mecénica ordinaria y que no hay radiacion de energia (sensible), la
energia total del sistema, como en los estados estacionarios considerados anteriormente, sera
constante. Ademas, habrd una continuidad perfecta entre los dos tipos de estados; ya que la
diferencia entre la [p. 17] frecuencia y las dimensiones de los sistemas en estados estacionarios
sucesivos disminuird sin limite si Tt aumenta. En aras de la brevedad, en las siguientes
consideraciones nos referiremos a los dos tipos de estados en cuestién como estados "mecénicos";
con esta notacion solo se enfatiza la suposicion de que el movimiento del electron, en ambos casos,
puede ser explicado por la Mecéanica ordinaria.

Al encontrar la analogia entre los dos tipos de estados mecanicos, ahora podemos esperar la
posibilidad de que ocurra una absorcion de radiacion, que no solo corresponda al paso del sistema
entre dos estados estacionarios diferentes, sino que también corresponda al paso entre uno de los
estados estacionarios y un estado en el que el electrén es libre; y como se indicd anteriormente,
podemos esperar que la frecuencia de esta radiacion esté determinada por la ecuacion E = hv, donde
E es la diferencia entre la energia total del sistema en los dos estados. Como se vera, tal absorcion
de radiacién es la misma que se observa en experimentos de ionizacion mediante luz ultravioleta y
rayos Rontgen. Obviamente, obtenemos de esta manera la misma expresion para la energia cinética
de un electron expulsado de un a&tomo por efecto fotoeléctrico, tal como lo dedujo Einstein*, o sea T
= hv — W, donde T es la energia cinética del electrén expulsado y W la cantidad total de energia
emitida durante la unién original del electrén al ncleo.

Las consideraciones anteriores pueden explicar, también, el resultado de algunos experimentos
de R. W. Wood+ sobre la absorcion de luz por vapor de sodio. En estos experimentos, se observa
una absorcion que corresponde a un gran numero de lineas en la serie principal del espectro de
sodio y, ademas, una absorcién continua que comienza en la cabeza de la serie y se extiende hasta el
extremo ultravioleta. Esto es exactamente lo que deberiamos esperar de acuerdo con la analogia en
cuestion, y, como veremos, una consideracion mas detallada de los experimentos anteriores nos
permite encontrar ain mas aspectos de la analogia. Como se menciona en la pagina 9, para estados
estacionarios correspondientes a valores altos de t, los radios de las Orbitas de los electrones seran
muy grandes en comparacion con las dimensiones atomicas ordinarias. Esta circunstancia se utilizé
para explicar por qué en los experimentos con el espectro del hidrégeno en tubos de vacio no
aparecian lineas correspondientes a los nimeros mas altos de la serie de Balmer. Esto también esta
de acuerdo con los experimentos sobre el espectro de emision de sodio; en la serie principal del

*A. Einstein, Ann. d. Phys., XVII, p. 146, (1905).
+R. W. Wood, Physical Optics, p. 513, (1911).
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espectro de emision de esta sustancia se observan pocas lineas. [p. 18] Ahora, en los experimentos
de Wood, la presion no era muy baja y, por lo tanto, no podian aparecer los estados correspondientes
a valores altos para t; sin embargo, en el espectro de absorcion se detectaron alrededor de 50 lineas.
En los experimentos en cuestion observamos una absorcion de radiacion que no esta acompafada
por una transicion completa entre dos estados estacionarios diferentes. De acuerdo con la teoria
actual, debemos suponer que esta absorcion va seguida de una emision de energia durante la cual
los sistemas vuelven al estado estacionario original. Si no hay colisiones entre los diferentes
sistemas, esta energia se emitira como una radiacion de la misma frecuencia que la absorbida, y no
habrd una absorcion real, sino solo una dispersion de la radiacion original; no ocurrird una
verdadera absorcion a menos que la energia en cuestion sea transformada, por colisiones, en energia
cinética de particulas libres. Por analogia, ahora podemos concluir que los experimentos anteriores
muestran que un electron unido, también en los casos en que no hay ionizacién, tendrd una
influencia absorbente (dispersién) en una radiacion homogénea, tan pronto como la frecuencia de la
radiacion sea mas grande que la W/h , donde W es la cantidad total de energia emitida durante la
union del electron al nucleo. Esto estaria altamente a favor de una teoria de la absorcion como la
que se esboz0 anteriormente, ya que en tal caso no se trata de una coincidencia entre la frecuencia
de la radiacion y una frecuencia caracteristica de vibracion del electron. Ademas, se vera que la
suposicion de que habra una absorcion (dispersion) de cualquier radiacion correspondiente a una
transicion entre dos estados mecanicos diferentes, estd en perfecto acuerdo con la suposicion
generalmente usada de que un electrdn libre tendréd una influencia en la absorcién (dispersién) de la
luz de cualquier frecuencia. Consideraciones analogas serian validas para la emision de radiacion.

Analogamente a la suposicion utilizada en este documento de que la emision de espectros de
linea se debe a la formacién de nuevos atomos después de que se eliminan uno o mas electrones
débilmente ligados, podemos suponer que la radiacion de Rontgen homogénea se emite durante la
estabilizacion de los sistemas después de que uno de los electrones firmemente unidos escapa, por
ejemplo, por impacto de las particulas catddicas*. En la siguiente parte de este documento, que trata
de la constitucién de los atomos, consideraremos la cuestion mas detenidamente y trataremos de
demostrar que un calculo basado en este supuesto esta en acuerdo cuantitativo con los resultados de
los experimentos: aqui solo mencionaremos brevemente un problema con el que nos encontramos
en dicho célculo.

[p. 19] Los experimentos sobre los fendmenos de los rayos X sugieren que no sélo la emision y la
absorcion de la radiacion no pueden tratarse con la ayuda de la electrodinamica ordinaria, sino que
tampoco se puede obtener el resultado correcto de una colision entre dos electrones, de los cuales
uno estd enlazado en un atomo. Tal vez esto se vea mas claramente en algunos célculos muy
instructivos sobre la energia de las particulas B emitidas por sustancias radiactivas, recientemente
publicadas por Rutherfordi. Estos célculos sugieren fuertemente que un electrén de gran velocidad
al pasar a través de un 4&tomo Yy colisionar con los electrones unidos perdera energia en un ndmero
finito de cuantos. Como se observa inmediatamente, esto es muy diferente de lo que podriamos
esperar si el resultado de las colisiones estuviera regido por las leyes mecanicas usuales. El fracaso

*Comparar con, J. J. Thomson, Phil. Mag., XXIII, p. 456, (1912).
1E. Rutherford, Phil. Mag., XXIV, pp. 453 & 893, (1912).
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de la mecénica clasica en resolver un problema de este tipo también podria esperarse de antemano
por la ausencia de algo asi como una equiparticion de energia cinética entre electrones libres y
electrones unidos a 4tomos. Sin embargo, desde el punto de vista de los estados "mecénicos”,
vemos que la siguiente suposicion, que esta de acuerdo con la analogia anterior, podria ser capaz de
explicar el resultado del célculo de Rutherford y la ausencia de equiparticién de energia cinética:
dos electrones en colision, unidos o libres, estaran, tanto antes de la colision como después de la
misma, en estados mecanicos. Obviamente, la introduccion de tal suposicion no haria necesaria
ninguna alteracion en el tratamiento clasico de una colision entre dos particulas libres. Pero,
considerando una colisién entre un electrén libre y uno unido, se seguiria que, por la colision, el
electrén unido no podria adquirir una cantidad de energia menor que la diferencia en energia
correspondiente a dos estados estacionarios sucesivos Yy, en consecuencia, que el electrén libre que
colisiona con él, no podia perder una cantidad de energia menor.

El caracter preliminar e hipotético de las consideraciones anteriores no necesita ser enfatizado.
La intencidn, sin embargo, ha sido mostrar que la generalizacion de la teoria de los estados
estacionarios esbozada, posiblemente pueda proporcionar una base simple para representar una serie
de hechos experimentales que no pueden explicarse con la ayuda de la electrodindmica ordinaria y
que los supuestos utilizados no parecen ser inconsistentes con los resultados de los experimentos
sobre fendmenos sobre los cuales la Dindmica clésica y la teoria ondulatoria de la luz han dado una
explicacion satisfactoria.

[p. 20]

8 5. El estado permanente de un Sistema Atomico.

Ahora volveremos al objeto principal de este documento: la discusion del estado "permanente”
de un sistema que consiste en un nucleo y electrones vinculados. Para un sistema que consiste en un
nucleo y un electrén que gira alrededor de él, este estado, segun lo anterior, esta determinado por la

condicién de que el momento angular del electron alrededor del nicleo sea igual a h/2rw

En la teoria expuesta en este articulo, el Unico atomo neutro que contiene un solo electrén es el
atomo de hidrégeno. El estado permanente de este &tomo debe corresponder a los valores de ay o
calculados en la pagina 5. Desafortunadamente, sabemos muy poco del comportamiento de los
atomos de hidrogeno debido a la pequefia disociacion de las moléculas de hidrégeno a temperaturas
normales. Para obtener una comparacién mas cercana con los experimentos, es necesario considerar
sistemas mas complicados.

Teniendo en cuenta los sistemas en los que hay mas electrones que estan ligados a un ndcleo
positivo, una configuracion de los electrones que se presenta como un estado permanente, es aquella
en la que los electrones estan dispuestos en un anillo alrededor del ndcleo. En la discusion de este
problema sobre la base de la electrodinamica ordinaria, nos encontramos, aparte de la cuestion de la
radiacion de energia, con nuevas dificultades debido a la cuestion de la estabilidad del anillo. Sin
considerar por un momento esta ultima dificultad, primero consideraremos las dimensiones y la
frecuencia de los sistemas en relacion con la teoria de la radiacion de Planck.
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Consideremos un anillo que consiste en n electrones que giran alrededor de un nucleo de carga
E, estando los electrones dispuestos a intervalos angulares iguales alrededor de la circunferencia de
un circulo de radio a.

La energia potencial total del sistema, que consiste en los electrones y el nucleo, es

ne
P _—z(E—esn)

donde S, = lz:csc i
4 n

Para la fuerza radial ejercida sobre un electrén por el nlcleo y los otros electrones obtenemos

1dP
F ——EE(E—eSn)

[p. 21] Denotando la energia cinética de un electron mediante T y descuidando las fuerzas
electromagnéticas debidas al movimiento de los electrones (ver Parte Il), obtenemos, poniendo la
fuerza centrifuga sobre un electron igual a la fuerza radial,

2T e
?=¥(E—93n)

e
0 T_E(E—esn)

A partir de esto obtenemos la frecuencia de revolucién

1 |el(E—es,

O=— 3
2% ma

La cantidad total de energia W transferida al sistema necesaria para llevar a los electrones a
distancias infinitas entre si y del nlcleo es

W =-P—-nT =2 (E-es,)=nT.
2a

igual a la energia cinética total de los electrones.

Vemos que la Unica diferencia en la formula anterior y las que se mantienen para el movimiento
de un solo electrdn en una orbita circular alrededor de un nucleo, es el intercambio de E por E — esn.
También se ve inmediatamente que, correspondiendo al movimiento de un electrén en una 6rbita
eliptica alrededor de un nucleo, habrd un movimiento de los n electrones en el que cada uno gira en
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una orbita eliptica con el nucleo en el foco, y los n electrones en cualquier momento se sitlan a
intervalos angulares iguales en un circulo, con el nlcleo como el centro. Para este movimiento, el
eje mayor y la frecuencia de la Orbita de los electrones individuales estardn dados por las
expresiones (1) de la pagina 3 si se reemplaza E por E — es, y W por W/n. Supongamos ahora que el
sistema de n electrones que giran en un anillo alrededor de un nucleo se forma de manera analoga al
supuesto para un solo electron que gira alrededor de un ndcleo. Por lo tanto, se asumird que los
electrones, antes de ligarse al nucleo, estdn a una gran distancia de este Ultimo y no poseen
velocidades sensibles, ademéas que durante la union se emite una radiacion homogénea. Como en el
caso de un solo electrén, aqui tenemos que la cantidad total de energia emitida durante la formacion
del sistema es igual a la energia cinética final de los electrones. Si ahora suponemos que durante la
[p. 22] formacidn del sistema, en todo momento, los electrones estan situados a intervalos angulares
regulares sobre una circunferencia con el nucleo en el centro, a partir de la analogia con las
consideraciones de la pagina 5, podemos asumir la existencia de una serie de configuraciones
estacionarias en las que la energia cinética por electrén es igual a thw/2, donde t es un nimero
entero, h la constante de Planck y o la frecuencia de revolucion. La configuracion en la que la
mayor cantidad de energia se emite es, como antes, aquella para la cual T = 1. Esta configuracion la
asumiremos como un estado permanente del sistema si en este estado los electrones estan dispuestos
en un solo anillo. En cuanto al caso de un solo electron, obtenemos que el momento angular es igual
a h/2r.

Puede observarse que, en lugar de considerar los electrones individuales, podriamos haber
considerado el anillo como una entidad. Sin embargo, esto llevaria al mismo resultado, ya que en
este caso la frecuencia de revolucion o sera reemplazada por la frecuencia no de la radiacion de
todo el anillo calculada a partir de la electrodindmica ordinaria y T por la energia cinética total nT.

Puede haber muchos otros estados estacionarios correspondientes a otras maneras de formar el
sistema. El supuesto de la existencia de tales estados parece necesario para dar cuenta de los
espectros de lineas de sistemas que contienen mas de un electréon (pagina 11). Esto también se
sugiere, por la teoria de Nicholson mencionada en la pagina 6, a la que volveremos en un momento.
Sin embargo, hasta donde he podido ver, la consideracion de los espectros no da ninguna indicacion
acerca de la existencia de estados estacionarios en los que todos los electrones estan dispuestos en
un anillo y que corresponden a valores mayores de la energia total emitida que el que nosotros
antes hemos considerado como siendo el estado permanente.

Ademas, puede haber configuraciones estacionarias de un sistema de n electrones y un nucleo
de carga E en el que los electrones no estan dispuestos en un solo anillo. Sin embargo, la cuestion
de la existencia de tales configuraciones estacionarias no es esencial para nuestra determinacion del
estado permanente, siempre y cuando asumamos que los electrones en este estado del sistema estan
dispuestos en un solo anillo. Los sistemas correspondientes a configuraciones mas complicadas se
trataran en la pagina 24.

Usando la relacion T = hw/2 encontramos, con la ayuda de las expresiones de mas arriba para T
y o, los valores para a y o correspondientes al [p. 23] estado permanente del sistema, que sélo
difieren de los dados por las ecuaciones (3) de la pagina 5, al cambiar E por E — esn.
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La cuestion de la estabilidad de un anillo de electrones girando alrededor de una carga positiva
fue discutida con gran detalle por Sir J. J. Thomson*. Nicholsont hizo una adaptacion del anéalisis
de Thomson para el caso aqui considerado de un anillo que gira alrededor de un nicleo de
dimensiones lineales insignificantemente pequefias. La investigacion del problema en cuestion se
divide naturalmente en dos partes: una relacionada con la estabilidad de los desplazamientos de los
electrones en el plano del anillo y una relativa a los desplazamientos perpendiculares a este plano.
Como muestran los calculos de Nicholson, la respuesta a la cuestion de la estabilidad difiere mucho
en los dos casos en cuestion. Mientras que el anillo para los desplazamientos del Gltimo tipo son, en
general, estables, si el nimero de electrones no es grande; en ningun caso los desplazamientos de
los electrones del anillo del primer tipo son considerados estables por Nicholson.

Sin embargo, segun el punto de vista adoptado en este trabajo, la cuestion de la estabilidad para
los desplazamientos de los electrones en el plano del anillo esta mas intimamente relacionada con la
cuestiéon del mecanismo de union de los electrones, y como este mecanismo no puede ser tratado
sobre la base de la dindmica ordinaria. La hipotesis que utilizaremos a continuacion es que la
estabilidad de un anillo de electrones que gira alrededor de un nucleo esta asegurada a través de la
condicion anterior de la constancia universal del momento angular, junto con la condicion adicional
de que la configuracidbn mas estable de las particulas es aquella en cuya formacion se emite la
mayor cantidad de energia. Con respecto a la cuestion de estabilidad para un desplazamiento de los
electrones en direccion perpendicular al plano del anillo, se mostrard que esta hipotesis es
equivalente a la que se ha utilizado en célculos mecanicos ordinarios.

\Volviendo a la teoria de Nicholson sobre el origen de las lineas observadas en el espectro de la
corona solar, veremos ahora que las dificultades mencionadas en la pag. 7, puede ser solo formales.
En primer lugar, desde el punto de vista considerado anteriormente, la objecién en cuanto a la
inestabilidad de los sistemas para los desplazamientos de los electrones en el plano del anillo puede
no ser valida. Ademas, la objecion en cuanto a la emision de la radiacion mediante cuantos no
tendra referencia a los célculos en cuestion, si asumimos que en el espectro coronal no estamos
tratando con una verdadera emision sino solo con una dispersién de radiacion. Este supuesto parece
probable si consideramos las [p. 24] condiciones en que se encuentra el cuerpo celeste en cuestion;
ya que, debido a la enorme rarefaccion de la materia, puede haber comparativamente pocas
colisiones para perturbar los estados estacionarios y causar una verdadera emision de luz
correspondiente a la transicion entre diferentes estados estacionarios. Por otra parte, en la corona
solar habra una intensa iluminacion con luz de todas las frecuencias que puede excitar las
vibraciones naturales de los sistemas en los diferentes estados estacionarios. Si la suposicion
anterior es correcta, entendemos de inmediato la forma completamente diferente de las leyes que
conectan las lineas discutidas por Nicholson y las que conectan los espectros de lineas comunes
considerados en este documento.

Procediendo a considerar sistemas de una constitucion mas complicada, haremos uso del
siguiente teorema, que puede comprobarse de manera muy simple: —

*Loc. cit.
tLoc. cit.
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"En todo sistema que consta de electrones y nucleos positivos, en el que los nlcleos estan en
reposo Yy los electrones se mueven en orbitas circulares con una velocidad pequefia en comparacion
con la velocidad de la luz, la energia cinética sera numéricamente igual a la mitad de la energia
potencial”.

Con la ayuda de este teorema obtenemos, — como en los casos anteriores de un solo electrén o
de un anillo que gira alrededor de un nlcleo, — que la cantidad total de energia emitida, por la
formacion de los sistemas a partir de una configuracion en la que las distancias que separan a las
particulas son infinitamente grandes y en las que las particulas no tienen velocidades relativas entre
si, es igual a la energia cinética de los electrones en su configuracion final. La analogia con el caso
de un solo anillo, nos hace suponer que, para cualquier configuracion de equilibrio, existird una
serie de configuraciones estacionarias del sistema que son geométricamente similares y en las que la
energia cinética de cada electron es igual a la frecuencia de revolucién. multiplicado por th/2 donde
T €S un nimero entero y h la constante de Planck.

En cualquiera de tales series de configuraciones estacionarias, la correspondiente a la mayor
cantidad de energia emitida sera aquella en la que t para cada electron es igual a 1. Considerando
que la relacion de energia cinética a frecuencia para una particula que gira en una orbita circular es
igual a t veces el momento angular alrededor del centro de la drbita, esto nos lleva a la siguiente
generalizacion simple de las hipdtesis mencionadas en las paginas 15 y 22. "En todo sistema
molecular consistente en nucleos positivos y electrones, sistemas en los que los nucleos estan en
reposo relativo entre si y los electrones se mueven en drbitas circulares, el momento angular de [p.
25]cada electron alrededor del centro de su orbita — en el estado permanente del sistema — es
igual a h/2x, donde h es la constante de Planck™*.

En analogia con las consideraciones de la pagina 23, asumiremos que una configuracion que
satisface esta condicion es estable si: la energia total del sistema es menor que la de cualquier
configuracion vecina que satisfaga la misma condicion para el momento angular de los electrones.

Como se menciond en la introduccion, la hipotesis anterior se usara en la proxima
comunicacién como base para una teoria de la constitucion de atomos y moléculas. Se mostrara que
conduce a resultados que parecen estar en conformidad con los experimentos en varios fendmenos
diferentes.

El fundamento de la hipdtesis se ha buscado enteramente en su relacion con la teoria de la
radiacion de Planck; Con la ayuda de consideraciones que daremos mas adelante, se intentara
arrojar algo mas de luz sobre su fundamento desde otro punto de vista.

5 de abril de 1913.

* En las consideraciones que llevaron a esta hip6tesis, hemos supuesto que la velocidad de los electrones es
pequefia comparada con la velocidad de la luz. Los limites de validez de esta suposicion serén discutidos en la Parte 1.
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ON THE CONSTITUTION OF ATOMS AND MOLECULES
By. N. Bohr, Dr. Phil., Copenhagen*

Parte II. Sistemas que contienen un solo electron. [p.476]

8 1. Suposiciones generales

Siguiendo a la teoria de Rutherford, supondremos que los 4&tomos de un elemento, consisten en
un ndcleo cargado positivamente, rodeado por un grupo de electrones. El nucleo es el asiento de la
parte esencial de la masa del atomo y sus dimensiones lineales son excesivamente pequefias
comparadas con las distancias que lo separan de los electrones en el grupo que lo rodea.

Como en el articulo anterior, supondremos que el grupo de electrones esta formado por la unién
sucesiva de los electrones con el nlcleo, estando inicialmente casi en reposo, al mismo tiempo que
la energia es irradiada al exterior del atomo. Esto continuara hasta que, cuando la carga negativa
total en los electrones enlazados sea numéricamente igual a la carga positiva en el nicleo, el sistema
sea neutral y ya no podra ejercer fuerzas sensibles sobre electrones a una gran distancia del nicleo
comparada con las dimensiones de las orbitas de los electrones enlazados. Podemos considerar la
formacion de helio a partir de un rayo o como un ejemplo observado [p. 477] de un proceso de este
tipo, y una particula, en esta representacion, es identica a la del nacleo de un atomo de helio.

Debido a las pequefias dimensiones del nucleo, su estructura interna no tendra una influencia
sensible en la constitucion del grupo de electrones y, por lo tanto, no tendra ningun efecto en las
propiedades fisicas y quimicas ordinarias del atomo. En esta teoria, las propiedades ultimas
dependeran completamente de la carga total y la masa del niucleo; La estructura interna del niucleo
solo influird en los fenomenos de la radiactividad.

A partir del resultado de experimentos sobre la dispersion con angulos grandes de los rayos-a.,
Rutherford** encontrd, en el nicleo de un atomo, una carga eléctrica correspondiente a una
cantidad de electrones aproximadamente igual a la mitad del peso atémico del elemento. Este
resultado, también parece estar de acuerdo con la cantidad de electrones por a&tomo calculada a
partir de experimentos de dispersion de las radiaciones de Rontgeni. Toda la evidencia
experimental apoya la hipdtesisi de que el nimero real de electrones en un atomo neutro, con
algunas excepciones, es igual al nimero que indica la posicion del elemento correspondiente en la
serie de elementos dispuestos en el orden que aumentar el peso atdmico. Por ejemplo, en esta
representacion, el &tomo de oxigeno, que es el octavo elemento de la serie, tiene ocho electrones y
un nucleo que lleva ocho cargas unitarias.

Supondremos que los electrones estan dispuestos a intervalos angulares iguales en anillos
coaxiales que giran alrededor del nicleo. Para determinar la frecuencia y las dimensiones de los

*Comunicado por el Prof. E. Rutherford, F.R.S.

** Ver también Geiger y Marsden, Phil. Mag., XXV, p. 604, (1913).
tVer C. G. Barkla, Phil. Mag., XXI, p. 648, (1911).

TA. v. d. Broek, Phys. Zeitschr., X1V, p. 32, (1913).
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anillos usaremos la hipétesis principal del primer articulo, a saber: que en el estado permanente de
un atomo, el momento angular de cada electron alrededor del centro de su orbita es igual al valor
universal h/2w, donde h es la constante de Planck.

Tomaremos como condicion de estabilidad, que la energia total del sistema en la configuracion
en cuestion es menor que en cualquier configuracion vecina que satisfaga la misma condicion del
momento angular de los electrones.

Si se conoce la carga en el nucleo y el nimero de electrones en los diferentes anillos, la
condicion con respecto al momento angular de los electrones, como se muestra en la § 2,
determinard completamente la configuracién del sistema, es decir, la frecuencia de revolucion y las
dimensiones lineales de los anillos. Sin embargo, correspondiendo a diferentes [p. 478]
distribuciones de los electrones en los anillos, habra, en general, mas de una configuracién que
satisfara la condicion del momento angular junto con la condicién de estabilidad.

En las secciones § 3 y § 4 se mostrard que, la representacion general de la formacion de los
atomos, nos llevan a indicaciones de la disposicion de los electrones en los anillos que son
consistentes con los sugeridos por las propiedades quimicas del elemento correspondiente.

En la 8 5 se mostrara que es posible, a partir de la teoria, calcular la velocidad minima necesaria
para que los rayos catodicos puedan producir la radiacién de Roéntgen caracteristica del elemento, y
que este célculo coincide, aproximadamente, con los valores experimentales.

En la 8§ 6, se consideraran brevemente los fendmenos de la radiactividad en relacién con la
teoria.

8§ 2. Configuracion y estabilidad de los sistemas.

Consideremos un electron de carga e y masa m que se mueve en una Orbita circular de radio a

con una velocidad v, pequefia en comparacion con la velocidad de la luz. Denotemos la fuerza radial
2

que actla sobre los electrones por — F ; F dependera en general de a. La condicion de equilibrio
a

dindmico da

Introduciendo la condicion de la constancia universal del momento angular del electron tenemos

mva = —

de estas dos condiciones obtenemos
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B h? 1 2me’
4r’e’m F h '

1)

Yy, en consecuencia, la frecuencia de revolucion o

4n’e’m
T @
Si se conoce F, las dimensiones y frecuencia de la drbita correspondiente esta determinada
simplemente por (1) y (2). [p.479] Para un anillo de n electrones que giran alrededor de un nlcleo
de carga Ne tenemos (Conf. Parte I, p. 20)

1 STC

— N _c ,donde s =—E CcSC—

F=N Sn n 4 n
S

Los valores para s, desde n =1 hasta n = 16 se dan en la Tabla de la pagina 482.

Para sistemas gque consisten en nucleos y electrones en los que los primeros estan en reposo y los
altimos se mueven en Orbitas circulares con una velocidad pequefia en comparacion con la
velocidad de la luz, hemos demostrado (ver Parte I, p. 24) que la energia cinética total de los
electrones son iguales a la cantidad total de energia emitida durante la formacion del sistema desde
una configuracion original en la que todas las particulas estan en reposo y a infinitas distancias entre
si. Denotando esta cantidad de energia por W, consecuentemente obtenemos

D ®
Poniendo en (1), (2) y (3) e = 4,7 x 107%%; e/m = 5,31 x 10'” y h = 6,5 x 10 tenemos

a=055x10°F* v=21x10°F,0=62x10"F?
y W = 2,0x1o-“2 F? (4)

Hemos despreciado las fuerzas magnéticas debidas al movimiento de los electrones y al igual
que en la Parte | supusimos que las velocidades de las particulas son pequefias en comparacién con
la velocidad de la luz. Los célculos anteriores muestran que para que esto se mantenga, F debe ser
pequefio en comparacién con 150. Como se vera, esta Ultima condicion se cumplira para todos los
electrones en los atomos de elementos de bajo peso atdmico y para una gran parte de los electrones
presentes en los atomos de los otros elementos.

Si la velocidad de los electrones no es pequefia en comparacion con la velocidad de la luz, [p.
480] la constancia del momento angular ya no implica una relacién constante entre la energia y la
frecuencia de revolucion. Por lo tanto, sin introducir nuevos supuestos, en este caso no podemos
determinar la configuracion de los sistemas sobre la base de las consideraciones de la Parte I. Las
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consideraciones dadas méas adelante sugieren, sin embargo, que la constancia del momento angular
es la condicion principal. Aplicando esta condicidon para velocidades que no son pequefias en
comparacion con la velocidad de la luz, obtenemos la misma expresion para v que la dada por (1),

. . . m
mientras que la cantidad m en las expresiones para a 'y o se reemplaza por ﬁ yen la
1-v°/c

expresion para W por

2 2
C Y
mx2—2 1——2
Y C

Como se ha indicado en la Parte 1., un calculo basado en la mecénica ordinaria da como resultado
que, en general, un anillo de electrones que gira alrededor de un nucleo positivo es inestable para
los desplazamientos de los electrones en el plano del anillo. Para evadir esta dificultad, hemos
asumido que los principios ordinarios de la mecanica no se pueden usar en la discusion del
problema en cuestion, como tampoco en la discusion del problema conectado del mecanismo de
union de los electrones. También hemos asumido que la estabilidad para tales desplazamientos se
asegura a través de la introduccion de la hipotesis de la constancia universal del momento angular
de los electrones.

Esta ultima suposicion se incluye, en la 8 1, como condicidn de estabilidad. Considere un anillo de
electrones que gira alrededor de un nucleo, suponga que el sistema se encuentra en equilibrio
dinamico y que el radio del anillo es ao, la velocidad de los electrones es vo, la energia cinética total
es To y la energia potencial es Po. Como se ha mostrado en la Parte I. (pagina 21) tenemos Po = —
2To. Luego, considere una configuracion del sistema en la cual los electrones, bajo la influencia de
fuerzas externas, giran con el mismo momento angular alrededor del nucleo en un anillo de radio a

1 . . . 1
odo. En este caso tenemos P = — Py, y debido a la uniformidad del momento angular v= —voy T
o (v}

1 .,
— To. Usando la relacion a Po = —2To, obtenemos
o

2
P+T =£Po+i2To =P0+T0+T0[1—£]
o o o

Vemos que la energia total de la nueva configuracién es mayor que la de la original. Por
consiguiente, de acuerdo con la condicion de estabilidad dada en la § 1, el sistema es estable para el
desplazamiento considerado. A este respecto, se puede observar que en la Parte I, hemos asumido
que la frecuencia de la radiacion emitida o absorbida por los sistemas no puede determinarse a partir
de las frecuencias de vibracion de los electrones en el plano de las oOrbitas, calculada con la ayuda
de Mecénica ordinaria. [p. 481] Por el contrario, hemos asumido que la frecuencia de la radiacién
estd determinada por la condicion hv = E, donde v es la frecuencia, h la constante de Planck y E la
diferencia de la energia correspondiente a dos estados estacionarios diferentes del sistema.

Al considerar la estabilidad de un anillo de electrones que giran alrededor de un nicleo cuando
los desplazamientos de los electrones son perpendiculares al plano del anillo, imagine una
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configuracion del sistema en el que los electrones se desplazan mediante 6z1, 8z2, ..., OZn,
respectivamente, y supongamos que los electrones, bajo la influencia de fuerzas externas, giran en
oOrbitas circulares paralelas al plano original con los mismos radios y el mismo momento angular
que antes, alrededor del eje del sistema. La energia cinética no se altera por el desplazamiento, y
despreciando las potencias de las cantidades 6z1, 822, ..., 6zn, Mas altas que las segundas, el aumento
de la energia potencial del sistema viene dado por

EDYSEE) »)

donde a es el radio del anillo Ne la carga del nicleo y n el nimero de electrones. De acuerdo con las
condicion de estabilidad dada en la §1, el sistema es estable para el desplazamiento considerado si
la expresion anterior es positiva para valores arbitrarios de 8z1, 822, ..., dzn. Mediante un simple
calculo se puede demostrar que la Gltima condicion es equivalente a la condicion

=N, -5z,

csc®

N > pn,o - pn,m’ (5)

donde m designa al nimero entero (menor que n) para el cual

s=n-1

pnk=l E cos 2k T csc?
© 8 n n

s=1

tiene el valor mas pequefio. Esta condicion es idéntica a la condicion de estabilidad para los
desplazamientos de los electrones, perpendiculares al plano del anillo, deducida con la ayuda de
consideraciones mecanicas comunes.*

Se obtiene una ilustracion sugestiva imaginando que los desplazamientos considerados se producen
por el efecto de fuerzas externas que acttan sobre los electrones en una direccion paralela al eje del
anillo. Si los desplazamientos se producen de forma infinitamente lenta, el movimiento de los
electrones serd, en cualquier momento, paralelo al plano original del anillo, y el momento angular
de cada uno de los electrones [p. 482] alrededor del centro de su oOrbita sera obviamente igual a su
valor original; el aumento en la energia potencial del sistema sera igual al trabajo realizado por las
fuerzas exteriores durante los desplazamientos. A partir de tales consideraciones, podemos suponer
que la mecanica ordinaria se puede utilizar para calcular las vibraciones de los electrones
perpendiculares al plano del anillo, al contrario de las vibraciones en el plano del anillo. Este
supuesto esta respaldado por el aparente acuerdo con las observaciones obtenidas por Nicholson en
su teoria del origen de las lineas en los espectros de la corona solar y las nebulosas estelares (ver
Parte I. pp. 6 y 23). Ademas, se demostrard mas adelante que el supuesto parece estar de acuerdo
con los experimentos de dispersion.

La siguiente Tabla da los valores de sn Y pno—pnmdesde n =1 hasta n =16.

*Cf. J. W. Nicholson, Month. Not. Roy. Astr. Soc., 72, p. 52, (1912).
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n Sn, Pn,0 —Pnm n, Sh, Pn,0o —Pnm

1.......... 0 0 9 3,328 13,14
2. 0,25 0,25 10 3,863 18,13
3. 0,577 0,58 11 4,416 23,60
4.......... 0,957 1,41 12 4,984 30,80
5.......... 1,377 2,43 13 5,565 38,57
6.......... 1,828 4,25 14 6,159 48,38
... ... 2,305 6,35 15 6,764 58,83
8.......... 2,805 9,56 16 7,379 71,65

En la tabla, vemos que el nimero de electrones que pueden girar en un solo anillo alrededor de un
nlcleo de carga Ne aumenta s6lo muy lentamente ya que al aumentar N desde N = 20, el valor
méaximo es n = 10; para N = 40, n = 13; para N = 60, n = 15. lemos, ademas, que un anillo de n
electrones no puede girar en un solo anillo alrededor de un ndcleo de carga ne a menos que n< 8.

En lo anterior, hemos supuesto que los electrones se mueven bajo la influencia de una fuerza
radial estacionaria y que sus Orbitas son exactamente circulares. La primera condicion no se
cumplira si consideramos un sistema que contiene varios anillos de electrones que giran con
diferentes frecuencias. Sin embargo, si la distancia entre los anillos no es pequefia en comparacion
con sus radios, Yy si la relacion entre sus frecuencias no es cercana a la unidad, la desviacion de las
Orbitas circulares puede ser muy pequefia y el movimiento de los electrones, en una aproximacion
cercana, puede ser identico al obtenido suponiendo que, en los electrones, la carga se distribuye
uniformemente a lo largo de la circunferencia de los anillos. Si la relacion entre los radios de los
anillos no es cercana a la unidad, [p. 483] las condiciones de estabilidad obtenidas mediante este
supuesto también pueden considerarse suficientes

En la § 1 hemos asumido que los electrones en los a&tomos giran en anillos coaxiales. El calculo
indica que solo en el caso de los sistemas que contienen un gran nimero de electrones, los planos de
los anillos se separaran; En el caso de sistemas que contienen un niamero moderado de electrones,
todos los anillos estaran situados en un solo plano a través del nicleo. Por lo tanto, atendiendo a
razones de brevedad, aqui solo consideraremos este ultimo caso.

Consideremos una carga eléctrica E distribuida uniformemente a lo largo de la circunferencia de
un circulo de radio a.

En un punto distante z del plano del anillo, y a una distancia r del eje del anillo, el potencial
electrostatico viene dado por

ds

1 T
U=--E
n J‘o \/(a2+r2+22—2ar<:059)

Colocando en esta expresion z = 0 y r/a = tan?o. y usando la notacion
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w2 dS‘
K =
@) J‘o \/(1— sin o.cos® 9)

encontramos que la fuerza radial ejercida sobre un electrén en un punto del plano del anillo es

oU Ee
e =—"7
or r

Qa)
donde
R(a)= % sin® of K (20)+ tan(2a)K’ (201)]

En la pagina 485 se muestra una breve Tabla de las funciones Q(a) y R(cv).

Luego considere un sistema consistente en un nimero de anillos concéntricos [p. 484] de electrones
que giran en el mismo plano alrededor de un nucleo cuya carga es Ne. Sean ag,ay, ..., an, ... y los
nameros de electrones en los diferentes anillos ny,ny, ..., Ny, ...

a : . . :
Zr —tan*(a.,,) tenemos, para la fuerza radial que actda sobre un electron en el anillo r-
a

S

Poniendo

2

i €
eésimo, — F,, donde

a

r

F =N —sn—ZnsQ(arvs)

La sumatoria se debe considerar sobre todos los anillos excepto el considerado.

Si conocemos la distribucion de los electrones en los diferentes anillos, a partir de la relacion (1)
de la pagina 478, podemos, con la ayuda de lo anterior, determinar aj, az, .... El calculo se puede
realizar por aproximaciones sucesivas, a partir de un conjunto de valores para las a, y a partir de
ellos calcular las F y luego volviendo a determinar las o por la relacion (1) que da F/ Fr = ar/as =
tan?(ar,s), y asi sucesivamente.

Como en el caso de un solo anillo, se supone que los sistemas son estables para los
desplazamientos de los electrones en el plano de sus orbitas. En un célculo como el de la pagina
480, la interaccion de los anillos debe tomarse estrictamente en cuenta. Esta interaccion implicara
que las cantidades F no sean constantes, como para el caso de un solo anillo que gira alrededor de
un nucleo, sino que variara con los radios de los anillos. Sin embargo la variacion de F, si la
relacion entre los radios de los anillos no esta muy cerca de la unidad, ser4 demasiado pequefia para
influir en el resultado del célculo.
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Teniendo en cuenta la estabilidad de los sistemas para un desplazamiento de los electrones en
forma perpendicular al plano de los anillos, es necesario distinguir entre los desplazamientos en los
que los centros de gravedad de los electrones en los anillos individuales no se alteran, y los
desplazamientos en los que todos los electrones dentro del mismo anillo se desplazan en la misma
direccién. La condicion de estabilidad para los desplazamientos del primer tipo, esta dada por la

condicion (5) en la pégina 481, si para cada anillo reemplazamos N por una cantidad Gr,
2
. . e : .
determinada por la condicion de que — G,3,sea igual a la componente perpendicular al plano del
a

r

anillo de la fuerza debida al nlcleo y a los electrones de los otros anillos que han provocado un
pequefio desplazamiento &, .Usando la misma notacién que antes, encontramos

G, =N —ZnSR(arys)

[p. 485] Si todos los electrones de uno de los anillos, se desplazan en la misma direccion por la
ayuda de fuerzas externas, el desplazamiento producirda desplazamientos correspondientes de los
electrones en los otros anillos. Y esta interaccion influira en la estabilidad del sistema. Por ejemplo,
consideremos un sistema de m anillos concentricos que giran en un plano alrededor de un ndcleo de
carga Ne, y supongamos que los electrones en los diferentes anillos estan desplazados
perpendicularmente a los respectivos planos por 8z1, 8z2, ..., 6zm . Con la notacion anterior, el
aumento de la energia potencial del sistema viene dado por

1 e’ 1 e’
> Nan a_,f(szr)z —ZZanns e R, X6z, -2, .

La condicion de estabilidad es que esta expresion sea positiva para valores arbitrarios de 6z,
822, ..., 0zm. Esta condicion se puede resolver simplemente de la manera habitual. No tiene una
influencia sensible en comparacion con la condicion de estabilidad de los desplazamientos
considerados anteriormente, excepto en los casos en que el sistema contiene varios anillos de pocos
electrones.

La siguiente tabla, que contiene los valores de Q(a) y R(a) para cada cinco grados desde o =
20° hasta o = 70°, ofrece una estimacion del orden de magnitud de estas funciones

o tan’o. Qo) R(a)
20 0,132 0,001 0,002
25 0,217 0,005 0,011
30 0,333 0,021 0,048
35 0,490 0,080 0,217
40 0,704 0,373 1,549
45 1,000 | e |
50 1,420 1,708 4.438
55 2,040 1.233 1,869
60 3,000 1,093 1,301
65 4,599 1,037 1,115
70 7,548 1,013 1,041
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tan?o indica la relacion entre los radios de los anillos [tan?(ors) = ar/as]. Los valores de Q(a)
muestran que, a menos que la proporcion de los radios de los anillos sea casi unitaria, el efecto de
los anillos externos sobre las dimensiones de los anillos internos es muy pequefio, y que el efecto
correspondiente de los anillos internos [p. 486] sobre los externos es neutralizar, aproximadamente,
el efecto de una parte de la carga nuclear correspondiente al nUmero de electrones en el anillo. Los
valores de R(a) muestran que el efecto de los anillos externos sobre la estabilidad de los internos,
— si bien mayor que el efecto sobre las dimensiones, — es pequefio pero, a menos que la relacion
entre los radios sea muy grande, el efecto de los anillos internos sobre la estabilidad de los externos
es considerablemente mayor que el que neutraliza una parte correspondiente a la carga del nucleo.

El namero maximo de electrones que puede contener el anillo mas interno sin ser inestable es
aproximadamente igual al calculado en la pagina 482 para un solo anillo que gira alrededor de un
ndcleo. Sin embargo, para los anillos externos, obtenemos numeros considerablemente méas
pequefios que los determinados por la condicion (5) si reemplazamos Ne por la carga total en el
nacleo més la de los electrones de los anillos internos.

Si un sistema de anillos gira alrededor de un nacleo en un solo plano es estable para pequefios
desplazamientos de los electrones perpendiculares a este plano. Pero , si no todos los anillos estan
situados en el mismo plano, en general, no habrd configuraciones estables para esos anillos que
satisfagan la condicion de la constancia del momento angular de los electrones. Se produce una
excepcion en el caso especifico de dos anillos que contengan nimeros iguales de electrones; en este
caso, la configuracion puede ser estable si los dos anillos tienen radios iguales y giran en planos
paralelos a distancias iguales del ntcleo y los electrones de un anillo estan situados justo frente a los
intervalos que median entre los electrones del otro anillo. Sin embargo, esta ultima configuracion,
seria inestable en el caso en que fuera estable una configuracion en la que todos los electrones de
ambos anillos estuvieran dispuestos en un solo anillo.

8 3. Constitucion de los atomos que contienen muy pocos electrones.

Como se ha indicado en el § 1, la condicion de la constancia universal del momento angular de
los electrones, junto con la condicién de estabilidad, en la mayoria de los casos no es suficiente para
determinar completamente la constitucion del sistema. Sin embargo, a partir de la idea general sobre
la formacion de atomos, y haciendo uso del conocimiento de las propiedades de los elementos
correspondientes, en esta seccién y en la siguiente, se intentara obtener indicaciones de qué
configuraciones de los electrones pueden esperarse que ocurran en los atomos. En estas
consideraciones, asumiremos que el nimero de electrones en el &tomo es igual al nimero que indica
la posicion del elemento correspondiente en la serie de elementos dispuestos en orden de pesos
atdbmicos crecientes. [p. 487] Se supondra que las excepciones a esta regla solo ocurriran en los
lugares de la serie de los elementos donde se observan desviaciones de la ley periddica de las
propiedades quimicas de los elementos. Para mostrar claramente los principios utilizados, primero
consideraremos con algun detalle los atomos que contienen muy pocos electrones.

En aras de la brevedad, representaremos mediante el simbolo N(n1, n2, - - ) a un sistema plano
de anillos de electrones que giran alrededor de un ndcleo cuya carga es Ne, satisfaciendo la
condicién del momento angular de los electrones con la aproximacion usada en la 8 2. ng, ny, - - -,
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son los numeros de los electrones en los anillos contados desde el interior. Mediante a1, az, - - -, y
w1, ®2, - - -, denotaremos los radios y las frecuencias de los anillos tomados en el mismo orden. La
cantidad de energiaW emitida por la formacion del sistema se denotard, simplemente, por W[N(ny,

ny, - - )]

N=1. Hidrogeno.

En la Parte I, hemos considerado la unién entre un electron y un nucleo positivo de carga e y
hemos mostrado que es posible vincularlo al espectro de Balmer para el hidrégeno sobre la
suposicion de la existencia de una serie de estados estacionarios en los cuales el momento angular
del electrén alrededor del nucleo es igual a multiplos enteros del valor h/2w, donde h es la constante
de Planck. la formula encontrada para esas frecuencias del espectro es

ve 2m%e’m 1 1
h* (72

donde t:1 y T2 son numeros enteros. Introduciendo los valores para e, m y h, empleados en la pagina
479, encontramos para el factor que precede al paréntesis el valor 3,1 x 10™ *; el valor observado
para la constante en la formula de Balmer para el espectro es 3,290 x 10'>[p. 488]

Para el estado permanente de un atomo de hidrégeno neutro, de las formulas (1) y (2) de la § 2,
haciendo F= 1, obtenemos

2 2.4
1), a=-—" __055x10°, @=4"EM
4m°e’m

h3

_ 2n’e'm

=6,2x10"°, W .
h

=20x107",

Estos valores son del orden de magnitud esperado.

Para W/e encontramos el valor 0,043, que corresponde a 13 volt; el valor para el potencial de
ionizacion del atomo de hidrégeno, calculado por Sir J. J. Thomson a partir de experimentos con
rayos positivos es 11 volt.** No hay disponibles otros datos precisos para los &tomos de hidrégeno.
En aras de la brevedad, en lo siguiente indicaremos los valores de a, o y W, correspondientes a la
configuracion 1 (1) mediante ao, wo y Wo.

A distancias respecto del nacleo, comparativamente grandes con ao, el sistema 1 (1) no ejercera
fuerzas sensibles sobre electrones libres. Sin embargo, la configuracion:

1(2) a=1,33 ap, ® = 0,563 a, W =113 Wo

* Este valor es el calculado en la primera parte de este trabajo. Usando los valores e = 4,78 x 10 (ver R. A.
Millikan, BritAssoc. Rep., 1912, p. 410), e/m = 5,31 x 10%" (ver P. Gmelin, Ann. d. Phys., XXVIII, p. 1086, (1909) y A.
H. Bucherer, Ann. d. Phys., XXVII, p. 597, (1912) y e/h = 7,27 x 10% [calculado a partir de la teoria de Planck por los
experimentos de E. Warburg, G. Leith&user, E. Hupka y C. Mdller, Ann. d. Phys., XL, p. 611, (1913)] obtenemos
2r%e*m/h® = 3,26 x 10%° que es muy aproximada a las observaciones.

**J. J. Thomson, Phil. Mag., XXI1V, p. 218, (1912).
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corresponde a un valor mayor de W que la configuracion 1 (1), por lo que podemos esperar que un
atomo de hidrégeno, bajo ciertas condiciones, pueda adquirir una carga negativa. Esto estd de
acuerdo con experimentos realizados sobre rayos positivos. Dado que W[1 (3)] es s6lo 0,54, no es
de esperar que un atomo de hidrogeno adquiera una doble carga negativa.

N=2 Helio

Como hemos mostrado en la Parte I., usando las mismas suposiciones que para el hidrdgeno,
debemos esperar que al unirse un electrén a un nlcleo con carga 2e, se emita un espectro expresado
por

_2n'me’| 1 1
h3 ‘52 2 Tl 2
2 2
Este espectro incluye el espectro observado por Pickering en la estrella CPuppis y el espectro

recientemente observado por Fowler en experimentos en tubos de vacio cargados con una mezcla de
hidrogeno y helio. Estos espectros eran, generalmente, asignados al hidrégeno.

Para el estado permanente de un &tomo de helio cargado positivamente, tenemos
1
2 (1) a=an, ® =4 o, W =4 Wo.

[p. 489] A distancias grandes del ndcleo, comparadas con el radio del electron unido, el sistema 2
(1), en una aproximacion cercana, actuara sobre un electron como un simple ndcleo de carga e. Para
un sistema que consta de dos electrones y un nucleo de carga 2e, podemos suponer la existencia de
una serie de estados estacionarios en los que el electron mas débilmente unido se mueve
aproximadamente de la misma manera que el electron en los estados estacionarios de un atomo de
hidrogeno. Tal suposicion ya se ha utilizado en la Parte I. en un intento de explicar la aparicion de la
constante de Rydberg en la formula del espectro de lineas de cualquier elemento. Sin embargo,
apenas podemos suponer la existencia de una configuracion estable en la que los dos electrones
tengan el mismo momento angular alrededor del nucleo y se muevan en orbitas diferentes, una
externa a la otra. En tal configuracion, los electrones estarian tan cerca uno del otro que las
desviaciones de las orbitas circulares serian muy grandes. Por lo tanto, para el estado permanente de
un a&tomo de helio neutro, adoptaremos la configuracién

2(2) a=0,571 ao, ® = 3,06 oo, W =6,13 Wo.
Dado que

W 2(2)] =W [ 2(1)] = 2,13 W
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observamos que, en un &tomo neutro de helio, ambos electrones estan mas firmemente unidos que
el electron en un &tomo de hidrégeno. Usando los valores de la pagina 488, encontramos que

2,13xV% =27volt y 2,13xv% = 6,6x1015%

estos valores son del mismo orden de magnitud que el valor observado para el potencial de
ionizacion en helio, 20,5 volt* y el valor para la frecuencia de la absorcion ultravioleta en helio,
determinada por experimentos en dispersion 5,9 x 10%°s?.+

La frecuencia en cuestion puede considerarse como correspondiente a las vibraciones en el plano
del anillo (ver p. 480). La frecuencia de vibracion, perpendicular al plano, de todo el anillo,
calculada de la manera usual (ver pagina 482), [p. 490] viene dada por v = 3,27 wo. El hecho de que
la Gltima frecuencia sea grande en comparacion con la observada, podria explicar que el namero de
electrones en un atomo de helio, calculado con la ayuda de la teoria de Drude a partir de los
experimentos sobre dispersion, es solo de alrededor de dos tercios del nimero esperado (usando e/m
=5, 31x 107 el valor calculado es 1, 2.)

Para una configuracion de un nucleo de helio y tres electrones, encontramos
2(3)a =0,703 ao, ® = 2,02 a, W =6,07 Wo

Como, para esta configuracion, W es mas pequefia que para la configuracién 2 (2), la teoria
indica que un atomo de helio no puede adquirir una carga negativa. Esto estd de acuerdo con la
evidencia experimental, que muestra que los atomos de helio no tienen "afinidad” por los electrones
libres.**

En un articulo posterior se demostrara que la teoria ofrece una explicacion simple de la marcada
diferencia en la tendencia de los atomos de hidrogeno y de helio a unirse para formar moléculas.

N = 3 Litio

En analogia con los casos del hidrogeno y del helio, debemos esperar que durante la union de un
electron con un nacleo de carga 3e, se emita un espectro, dado por

*J. Franck y G. Hertz, Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. XV. p. 34 (1913).

+ C. y M. Cuthbertson, Proc. Roy Soc. A. LXXXIV, pag. 13, (1910). (En un articulo anterior (Phil. Mag. Jan. 1913)
el autor tomo los valores para el indice de refraccion en helio, dado por M. y C. Cuthbertson, como corresponde a la
presion atmosférica; Sin embargo, estos valores se refieren al doble de la presién atmosférica. En consecuencia, el valor
dado para el nimero de electrones en un atomo de helio calculado a partir de la teoria de Drude tiene que dividirse por
2.

** Ver J. Franck, Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. XIlI, p. 613, (1910).
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_2n’me’| 1 1

h? T, 2 T, 2
3 3
Debido a la gran cantidad de energia que insumira la remocién de todos los electrones unidos en

un atomo de litio (ver mas abajo), el espectro considerado sdlo se puede observar en casos
extraordinarios.

En una nota reciente, Nicholsont ha llamado la atencién sobre el hecho de que en los espectros
de ciertas estrellas, que muestran el espectro de Pickering con brillo especial, se producen algunas
lineas cuyas frecuencias pueden expresarse, de modo muy aproximado, mediante la formula

1 1

donde K es la misma constante que en el espectro de Balmer del hidrogeno. Por su analogia con los
espectros de Balmer y de Pickering, Nicholson ha sugerido que las lineas en cuestion se deben al
hidrogeno.

[p. 491] Si ponemos T2 = 6, se ve que las lineas analizadas por Nicholson se corresponden con la
formula anterior. Las lineas en cuestion corresponden a t1 = 10, 13 y 14; si para t = 6 ponemos t1 =
9, 12 y 15, obtenemos lineas que coinciden con las lineas del espectro ordinario de Balmer del
hidrogeno. Si en la férmula anterior ponemos t = 1, 2 y 3, obtenemos series de lineas en el
ultravioleta. Si ponemos 12 = 5 obtenemos una sola linea en el espectro visible, a saber: para t1 =5
que da v = 6,662 x 10*, o una longitud de onda A = 4503 x 10® cm, que coincide estrechamente
con la longitud de onda 4501x 10® cm de una de las lineas de origen desconocido en la tabla citada
por Nicholson. Sin embargo, en esta tabla, no aparecen lineas correspondientes a 1> = 5.

Para el estado estable de un &tomo de litio con dos cargas positivas, obtenemos una
configuracion

3(1) a==-a,, o =90,, W =9W,.

La probabilidad de una configuracion estable en la que dos electrones se mueven en orbitas
diferentes uno alrededor del otro, debe considerarse ain menos probable que para el helio, ya que la
relacion entre los radios de las Grbitas estaria ain mas cerca de la unidad. Por lo tanto, para un
atomo de litio con una sola carga positiva adoptaremos la configuracion:

3(2) a=0364a,; ©=7560,; W =1513W,

+J. W. Nicholson, Month. Not. Roy. Astr. Soc. LXXIII, p. 382, (1913).
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Como W[3 2(2)] - W[3 (1)] = 6,13 Wy, resulta que los primeros dos electrones del &tomo de litio
estan unidos muy firmemente, en comparacion con el electron en un dtomo de hidrégeno; ademas,
estan mas fuertemente enlazados que los electrones en un atomo de helio.

A partir de la consideracion de las propiedades quimicas, deberiamos esperar la siguiente
configuracion para los electrones en un &tomo de litio neutro:

3(2,1) a1 = 0,362 ao; w1 = 7,655 oo;
W =16,02 Wq
a; =1,182 ao; o2 =0,716 mo;

Esta configuracidn, también puede ser considerada altamente probable desde un punto de
vista dinamico. Para el electrén méas externo, su desviacion de una 6Orbita circular sera muy pequefia,
en parte debido a los grandes valores de las relaciones entre los radios, de la relacion entre las
frecuencias de las oOrbitas de los electrones internos y externos y en parte, también, debido a la
disposicion simétrica de los electrones internos. De acuerdo con esto, parece probable que los tres
electrones [p. 492] no se van a disponer en un unico anillo y formen el sistema:

3(3) a=0,413 ap; o =5,87 wo; W =17,61 W,
si bien, para esta configuracion W es mayor que para 3 (2,1).

Como W[3 (2,1)] - W[3 (2)] = 0,89 Wy, vemos que el electrén mas externo de la configuracion 3
(2,1) esta unido méas débilmente que el electron en un atomo de hidrégeno. La diferencia de la
firmeza en la union corresponde a una diferencia de 1,4 volt en el potencial de ionizacién. La
marcada diferencia entre el electron en un atomo de hidrogeno y el electrén méas externo de un
atomo de litio, también radica en la mayor tendencia de este Gltimo electron a abandonar el plano de
las orbitas. La cantidad G considerada en la § 2, que da una suerte de medida de la estabilidad ante
los desplazamientos perpendiculares a ese plano es de solo 0,55 para el electrén externo del litio,
mientras que para el electrén en el &tomo de hidrogeno es 1. Esto puede conducir a la explicacion
de la aparente tendencia de los atomos de litio a quedar cargados positivamente en sus
combinaciones quimicas con otros elementos.

Para un posible &tomo de litio cargado negativamente, podriamos esperar la configuracion:

a=0,362 ao; o =7,64 ay;
3(2,2) W = 16,16 W,.
a= 1,516 ao; o = 0,436 oy,

Debemos hacer notar que no tenemos un conocimiento detallado de las propiedades en el
estado atdbmico ni del litio ni del hidrogeno, asi como de la mayoria de los elementos que se
consideran a continuacion.
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N = 4Berilio.

Por razones andlogas a las consideradas para helio y litio, para la formacién de un aomo de
berilio neutro, podemos asumir las siguientes etapas:

4 (1) a= 0,25 a0 = 16 woW = 16 W,
4(2) a= 0,267 ap® = 14,06 oW = 28,13 W,
4(2,1) a1= 0,263 am; = 16 ao
W = 31,65 W,
a2 = 0,605 apmz = 2,74 oo
4(2,2) a1= 0,262 apm; = 14,60 ao
W = 33,61 Wo,

az = 0,673 apmnx= 2,21 oo

Aunque las configuraciones:

4 (3) a= 0,292 ap® = 11,71 @oW = 35,14 Wy,
4 (4) a= 0,329 apw = 9,26 woW = 37,04 Wy,

[p. 493] corresponden a valores menores para la energia total que las configuraciones 4 (2,1) y
4(2,2).

Por analogia, llegamos también, para la configuracion de un posible atomo cargado
negativamente,

4(2,3) a1 = 0,263 aom1 = 14,51 ao
W = 33,66 Wy,
a2 = 0,803 aomz - 1,55 o

Al comparar el anillo externo del &tomo considerado con el anillo de un atomo de helio, vemos
que la presencia del anillo interno con dos electrones en el atomo de berilio cambia notablemente
las propiedades del anillo externo; en parte porque los electrones externos en la configuracion
adoptada para un atomo de berilio neutro estdn mas débilmente unidos que los electrones en un
atomo de helio, y en parte porque la cantidad G, que para helio es igual a 2, para el anillo externo en
la configuracion 4 ( 2,2) es solo igual a 1,12.

Como W [4 (2,3)] - W [4 (2,2)] = 0,05 Wy, el atomo de berilio tendrd una afinidad definida,
aunque muy pequeria, por los electrones libres.
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§ 4. Atomos que contienen un mayor niimero de electrones.

A partir de los ejemplos discutidos en la seccion anterior, parecera que el problema de la
disposicion de los electrones en los atomos esta intimamente relacionado con la cuestion de la
confluencia de dos anillos de electrones que giran alrededor de un nucleo, uno fuera del otro, y
satisfacen condicion de la constancia universal del momento angular. Ademas de las condiciones
necesarias de estabilidad para los desplazamientos de los electrones perpendiculares al plano de las
orbitas, la presente teoria proporciona muy poca informacién sobre este problema. Sin embargo,
con la ayuda de consideraciones simples, parece posible arrojar un poco de luz sobre la cuestion.

Consideremos dos anillos que giran alrededor de un nucleo en un solo plano, un anillo fuera del
otro. Supongamos que los electrones en un anillo acttan sobre los electrones en el otro como si la
carga eléctrica estuviera distribuida uniformemente a lo largo de la circunferencia del anillo, y que
los anillos con esta aproximacion satisfacen la condicion del momento angular de los electrones y
de la estabilidad para desplazamientos perpendiculares a su plano.

Ahora supongamos que, con la ayuda de fuerzas exteriores imaginarias adecuadas que actuan
paralelas al eje de los anillos, inclinamos lentamente del anillo interior hacia un lado. Durante este
proceso, debido a la repulsion que provoca el anillo interno, el externo se movera hacia el lado
opuesto del plano original de los dos anillos. [p. 494] Desafiando los desplazamientos de los anillos,
el momento angular de los electrones alrededor del eje del sistema permanecerd constante, y el
didmetro del anillo interno aumentara mientras que el del exterior disminuird. Al comienzo del
desplazamiento, la magnitud de las fuerzas exteriores que se aplicaran al anillo interno original
aumentaran, pero luego disminuiran, y a cierta distancia entre el plano de los anillos, el sistema
estara en una configuracion de equilibrio. Este equilibrio, sin embargo, no sera estable. Si dejamos
que los anillos regresen lentamente, alcanzaran su posicion original o llegaran a una posicion en la
que el anillo, que originalmente era el exterior, ahora es el interior, y viceversa.

Si la carga de los electrones se distribuyera uniformemente a lo largo de la circunferencia de los
anillos, por el proceso considerado podriamos obtener, como maximo, un intercambio de los anillos
pero, obviamente, no una unién de ellos. Sin embargo, teniendo en cuenta la distribucion discreta de
los electrones, se puede demostrar que, en el caso especial cuando el nimero de electrones de los
dos anillos es igual, y cuando los anillos giran en la misma direccion, los anillos se uniran por el
proceso, siempre que la configuracidn final sea estable. En este caso, los radios y las frecuencias de
los anillos serdn iguales en la configuracidn inestable de equilibrio anteriormente mencionada.
Ademas al alcanzar esta configuracion, los electrones en un anillo se situaran justo enfrente de los
intervalos entre los electrones en el otro, ya que tal disposicidn correspondera a la menor energia
total. Si ahora dejamos que los anillos regresen a su plano original, los electrones en un anillo
pasaran a los intervalos entre los electrones en el otro, y formaran un solo anillo. Obviamente, el
anillo asi formado satisfara la misma condicién del momento angular de los electrones que los
anillos originales.

Si los dos anillos contienen nimeros desiguales de electrones, durante un proceso como el que
se considera, el sistema se comportara de manera muy diferente y, al contrario del caso anterior, no
podemos esperar que los anillos fluyan juntos, si con la ayuda de fuerzas exteriores que actlan
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paralelas al eje del sistema los anillos se desplazan lentamente de su plano original. A este respecto,
puede notarse que la caracteristica de los desplazamientos considerados no se deben a la suposicién
especial sobre las fuerzas exteriores, sino solo a la invariancia del momento angular de los
electrones alrededor del centro de los anillos; En la presente teoria, los desplazamientos de este tipo
toman una posicion similar a los desplazamientos arbitrarios en la mecéanica ordinaria.

[p. 495] Las consideraciones anteriores pueden tomarse como una indicacién de que existe una
mayor tendencia a la confluencia de dos anillos cuando cada uno contiene el mismo nimero de
electrones. Considerando la unién sucesiva de electrones por un ndcleo positivo, concluimos de esto
que, a menos que la carga en el ncleo sea muy grande, los anillos de electrones s6lo se uniran si
contienen nimeros iguales de electrones; y que, en consecuencia, el nimero de electrones en los
anillos internos solo serd 2, 4, 8, .... Si la carga del nlcleo es muy grande, los primeros anillos de
electrones que estan unidos, si son pocos, estaran muy juntos, y debemos esperar que la
configuracion sea muy inestable, y que pueda producirse con mas facilidad un intercambio gradual
de electrones entre los anillos.

Esta suposicion, con respecto al nimero de electrones en los anillos, esta fuertemente respaldada
por el hecho de que las propiedades quimicas de los elementos de bajo peso atomico varian
periédicamente con una frecuencia de 8 elementos. Ademas, se deduce que el nimero de electrones
en el anillo méas externo siempre serd impar o par, segun que el namero total de electrones en el
atomo sea impar o par. Esto tiene una relacion sugerente con el hecho de que la valencia de un
elemento de bajo peso atomico siempre es impar o par, segun que el nimero del elemento en la
serie periodica sea impar o par.

Para los atomos de los elementos considerados en la seccion anterior, hemos supuesto que los
dos electrones unidos en primer lugar estan dispuestos en un solo anillo y, ademas, que los dos
electrones siguientes estan dispuestos en otro anillo. Si N> 4, la configuracion N (4) correspondera a
un valor mas pequefio para la energia total que la configuracion N (2,2). Cuanto mayor sea el valor
de X, tanto mas cercana sera la relacion entre los radios de los anillos en la configuracion N (2, 2)
que se aproxima a la unidad, y mayor serd la energia emitida por una eventual confluencia de los
anillos. La teoria no puede determinar el miembro particular de la serie de elementos para el cual
los cuatro electrones més internos estaran dispuestos por primera vez en un solo anillo. A partir de
una consideracion de las propiedades quimicas, apenas podemos esperar que haya tenido lugar antes
del boro (N = 5) o el carbono (N = 6), debido a la trivalencia y tetravalencia observadas,
respectivamente, de estos elementos; Por otro lado, el sistema periddico de los elementos sugiere
fuertemente que ya en el nedn (N = 10) se producird un anillo interno de ocho electrones. A menos
que N > 14, a la configuracion N (4,4) le correspondera un valor para la energia total menor que la
configuracion N (8). Sin embargo, [p. 496] para N > 10 la Gltima configuracion sera estable para los
desplazamientos de los electrones perpendiculares al plano de sus érbitas. Un anillo de 16
electrones no sera estable a menos que N sea muy grande; pero en tal caso las consideraciones
simples mencionadas anteriormente no se aplican.

Debe esperarse que la confluencia de dos anillos de igual nimero de electrones, que giran
alrededor de un nucleo de carga Ne ocurra con mas facilidad que la confluencia de dos anillos
similares rotando alrededor de un nicleo con carga (N — n)e, ya que la estabilidad de los anillos para
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un desplazamiento perpendicular a su plano sera (ver § 2) mas pequefio en el primer caso que en el
ultimo caso. Esta tendencia a la disminucion de la estabilidad para desplazamientos perpendiculares
al plano del anillo estara especialmente marcada para los anillos externos de electrones de un 4&tomo
neutro. En el Gltimo caso, debemos esperar que la confluencia de los anillos se facilite enormemente
e, incluso, en ciertos casos puede ocurrir que el nimero de electrones en el anillo externo sea mayor
que en el siguiente, y que el anillo externo pueda mostrar desviaciones de la suposicion de 1, 2, 4, 8
electrones en los anillos, por ejemplo, que se observen las configuraciones 5 (2, 3) y 6 (2, 4) en
lugar de las configuraciones 5 (2,2,1) y 6 (2,2,2). Aqui no discutiremos mas la intrincada cuestion
de la disposicion de los electrones en el anillo exterior. En el esquema dado a continuacion, el
namero de electrones en este anillo se pone arbitrariamente igual a la valencia normal del elemento
correspondiente; es decir, para elementos electronegativos y electropositivos, respectivamente, el
nimero de &omos de hidrégeno y el doble del nimero de atomos de oxigeno con los que se
combina un &tomo del elemento.

Tal disposicion de los electrones externos es sugerida por consideraciones de volimenes
atdbmicos. Como es bien sabido, el volumen atomico de los elementos es una funcion periodica de
los pesos atomicos. Si se organizan de la manera habitual de acuerdo con el sistema periddico, los
elementos dentro de la misma columna tienen aproximadamente el mismo volumen atémico,
mientras que este volumen cambia considerablemente de una columna a otra, siendo mayor para las
columnas correspondientes a elementos con la valencia mas pequefia 1 y mas pequefias para
elementos con la mayor valencia 4. Se puede obtener una estimacion aproximada del radio del
anillo exterior de un atomo neutro suponiendo que la fuerza total debida al nucleo y los electrones
internos es igual a la de un nucleo de carga ne, donde n es el nimero de electrones en el anillo.
Poniendo F = n — s, en la ecuacion (1) de la pagina 478, y denotando el valor de a para n = 1 por ay,
obtenemos para n = 2, a = 0,57 ao; para n = 3, a = 0,41 ag; y para n = 4, a = 0,33 a. En
consecuencia, la disposicion elegida para los electrones [p. 497] implicara una variacion en las
dimensiones del anillo exterior similar a la variacion en los volimenes atomicos de los elementos
correspondientes. Sin embargo, debe tenerse en cuenta que las determinaciones experimentales de
los volumenes atomicos en la mayoria de los casos se deducen de la consideracion de las moléculas
en lugar de los atomos.

Lo anterior nos conduce al siguiente esquema posible para la disposicion de los electrones en
atomos de bajo nimero atémico:

1(1) 9 (4,4,1) 17 (8,4,4,1)
2(2) 10 (8,2,1) 18 (8,8,2)
3(2,1) 11 (8.2,1) 19 (8,8,2,1)
4(2,2) 12 (8,8.2) 20 (8,8,2,2)
5 (2,3) 13 (8,2,3) 21 (8,8,2,3)
6 (2,4) 14 (8,2,4) 22 (8,8,2,4)
7 (4,3) 15 (8,4,3) 23 (8,8,4,3)
8 (4,2,2) 16 (8,4,2,2) 24 (8,8,4,2,2)

Aun sin una discusién mas completa, no parece improbable que esta constitucion de los &tomos
corresponda a propiedades de los elementos similares a las observadas.
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En primer lugar, habrd una marcada periodicidad, con un periodo de 8 elementos. Ademas, la
union de los electrones externos en cada serie horizontal del esquema anterior se debilitara con el
aumento del nimero de electrones por atomo, correspondiente al aumento observado del caracter
electropositivo para un aumento del peso atdémico de los elementos en cada grupo individual del
sistema periddico. Se mantiene un acuerdo correspondiente para la variacién de los volimenes
atémicos.

En el caso de atomos de mayor peso atdmico, los supuestos simples utilizados no se aplican. Sin
embargo, se sugieren algunas indicaciones a partir de la consideracion de las variaciones en las
propiedades quimicas de los elementos. Al final del tercer periodo de 8 elementos nos encontramos
con el grupo de hierro. Este grupo toma una posicion particular en el sistema de los elementos, ya
que es la primera vez que elementos de pesos atdmicos vecinos muestran propiedades quimicas
similares. Esta circunstancia indica que las configuraciones de los electrones en los elementos de
este grupo difieren solo en la disposicion de los electrones internos. EIl hecho de que el periodo en el
que se observan las propiedades quimicas similares de los elementos después del grupo de hierro ya
no sea 8, sino 18, sugiere que los elementos de mayor peso atbmico contienen una configuracion
recurrente de 18 electrones en los anillos mas internos. La desviacion [p. 498] de 2, 4, 8, 16 puede
deberse a un intercambio gradual de electrones entre los anillos, como se indica en la pagina 495.
Dado que un anillo de 18 electrones no sera estable, los electrones pueden estar dispuestos en dos
anillos paralelos (ver pagina 486). Tal configuracion de los electrones internos actuarad sobre los
electrones externos de una manera muy similar a la de un ndcleo de carga (N — 18)e. Por lo tanto,
podria ser posible que con el aumento de N se forme otra configuracion del mismo tipo fuera del
primero, como lo sugiere la presencia de un segundo periodo de 18 elementos.

En la misma linea, la presencia del grupo de las tierras raras indica que para valores aun
mayores de N se producird otra alteracion gradual de los anillos mas internos. Sin embargo, dado
que para los elementos de mayor peso atomico que los de este grupo, las leyes que conectan la
variacion de las propiedades quimicas con el peso atdmico son similares a las que existen entre los
elementos de bajo peso atomico, podemos concluir que la configuracion de los electrones mas
internos se repetirdn nuevamente. La teoria, sin embargo, no es lo suficientemente completa como
para dar una respuesta definitiva a tales problemas.

8§ 5. Rayos Rontgen caracteristicos.

Segun la teoria de emision de la radiacién dada en la Parte I, el espectro ordinario de lineas de
un elemento se emite durante el cambio de forma de un atomo cuando se eliminan uno o0 mas
electrones de los anillos exteriores. En analogia, se puede suponer que la radiacidn caracteristica de
Rdntgen se emite durante el asentamiento del sistema si algiin agente elimina los electrones en los
anillos internos, por ejemplo, por impacto de particulas catodicas. Esta vision del origen de la
radiacion caracteristica de los rayos Rontgen ha sido propuesta por Sir J. J. Thomson*.

Sin ningln supuesto especial con respecto a la constitucion de la radiacion, desde este punto de
vista podemos determinar la velocidad minima de los rayos catddicos necesaria para producir la

*Conforme, J. J. Thomson, Phil. Mag., XXIII. p. 456 (1912).
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radiacion Rontgen caracteristica de un tipo especial calculando la energia necesaria para eliminar
uno de los electrones de los diferentes anillos. Incluso si supiéramos el nimero de electrones en los
anillos, un célculo riguroso de esta energia minima ain podria ser complicado, y el resultado
dependeria en gran medida de los supuestos utilizados; como se menciona en la Parte 1., p. 19, el
calculo de esa energia minima no podria realizarse enteramente sobre la base de la mecéanica
ordinaria. Sin embargo, podemos obtener una comparacién aproximada con los resultados [p. 499]
experimentales si consideramos el anillo mas interno y, como primera aproximacion, despreciamos
la repulsion de los electrones en comparacion con la atraccion del nucleo. Consideremos un sistema
simple consistente en un electron que gira en una Grbita circular alrededor de un nlcleo positivo de
carga Ne. De las expresiones (1) en la p. 478 obtenemos la velocidad del electrén, poniendo F = N,

2
v 2" N = 21x10°N

La energia total que se transferira al sistema para llevar al electron a una distancia infinita del
nacleo es igual a la energia cinética del electron unido. Por lo tanto, si el electron es removido
llevandolo a una gran distancia del nucleo por el impacto de otro electron que se mueve
rapidamente, la menor energia cinética que posee este Ultimo cuando se encuentra a una gran
distancia del nucleo debe ser necesariamente igual a la energia cinética del electron unido, antes de
la colision. La velocidad del electrdn libre, por lo tanto, debe ser al menos igual a v.

Segun los experimentos de Whiddington*, la velocidad de los rayos catddicos capaces de
producir la radiacion Rontgen caracteristica del llamado tipo K, — el tipo de radiacion méas fuerte
observado, — de un elemento de peso atdmico A es para elementos de Al al Se aproximadamente
igual a Ax10%m/s. Como se ve, esto es igual al valor calculado anteriormente para v, si hacemos N
=A/2.

Dado que hemos obtenido un acuerdo aproximado con los experimentos al atribuir la radiacion
Réntgen caracteristica del tipo K al anillo méas interno, es de esperar que no exista ningun tipo de
radiacion caracteristica mas fuerte. Esto esta fuertemente indicado por observaciones del poder de
penetracion de los rayos y+.

Es digno de mencion que la teoria da no sélo el valor correcto de la energia requerida para
eliminar un electron del anillo externo, sino también la energia requerida para eliminar un electrén
del anillo mas interno. El acuerdo aproximado entre los valores calculados y experimentales es aln
mas sorprendente cuando se recuerda que las energias requeridas en los dos casos para un elemento
de peso atémico 70 difieren en una relacién de 1000.

En relacién con esto, debe enfatizarse que [p. 500] la notable homogeneidad de la radiacion
caracteristica de Rontgen, indicada por el experimento sobre la absorcién de los rayos, asi como por
la interferencia observada en experimentos recientes sobre la difraccion de los rayos de Réntgen en
cristales, estd de acuerdo con el supuesto principal utilizado en la Parte 1. (ver pagina 7) al

*R. Whiddington, Proc. Roy. Soc., A. LXXXV, p. 323 (1911).
tConforme, E. Rutherford, Phil. Mag., XXIV, p. 453 (1912).
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considerar la emision de espectros de linea, a saber: que durante el paso de los sistemas entre dos
estados estacionarios, la radiacion emitida es homogénea.

Al poner en la (4) F = N, obtenemos el diametro del anillo méas interno, aproximadamente,
1 ~ .,
2a= WlO‘gcm. Para N = 100, esto da 2a = 10%%m, un valor que es muy pequefio en comparacion

con las dimensiones atomicas ordinarias, pero aun muy grande comparado con las dimensiones
esperadas para el nicleo. De acuerdo con los célculos de Rutherford, las dimensiones de este Gltimo
son del orden de magnitud de 10*2cm.

8. Fendmenos radiactivos.

De acuerdo con la presente teoria el grupo de electrones que rodea a un nucleo se forma con
emisién de energia y la configuracion queda determinada por la condicién de que la energia emitida
sea un maximo. La estabilidad que implican estos supuestos parece estar de acuerdo con las
propiedades generales de la materia. Sin embargo, se encuentra en una llamativa oposicion a los
fendmenos de la radiactividad, y de acuerdo con la teoria, el origen de estos ultimos fendmenos
debe buscarse en otro lugar que no sea la distribucion electronica alrededor del ndcleo.

Una consecuencia necesaria de la teoria de Rutherford sobre la estructura de los a&tomos es que
las particulas o tienen su origen en el nicleo. Segun la teoria actual, también parece necesario que
el nicleo sea el asiento de la expulsion de las particulas f de alta velocidad. En primer lugar, la
expulsion espontanea de una particula B del grupo de electrones que rodea el nucleo seria algo
bastante extrafio a las propiedades asumidas para el sistema. Ademas, dificilmente se pueda esperar
que la expulsién de una particula o produzca un efecto duradero sobre la estabilidad del grupo de
electrones. El efecto de la expulsién sera de dos tipos diferentes. En parte, la particula puede
colisionar con los electrones ligados al nucleo durante su paso por el atomo. Este efecto sera
analogo al producido por el bombardeo de &tomos de otras sustancias por rayos o y no puede
esperarse que provoque una posterior expulsion de rayos B. En parte, la expulsion de la particula
implicara una [p. 501] alteracion en la configuracion de los electrones ligados al ndcleo, ya que la
carga que queda en el nacleo es diferente de la original. Para analizar este altimo efecto,
consideremos un solo anillo de electrones que gira alrededor de un nucleo de carga Ne, y
supongamos que una particula o es expulsada del ndcleo en una direccion perpendicular al plano
del anillo. La expulsion de la particula obviamente no producird ninguna alteracion en el momento
angular de los electrones; y si la velocidad de la particula o es pequefia en comparacion con la
velocidad de los electrones, — como lo seria si consideramos los anillos internos de un atomo de alto
peso atomico,— durante la expulsion, el anillo se expandira continuamente y, después de la
expulsion, tomaré la posicion que la teoria reivindica para un anillo estable que gira alrededor de un
nucleo de carga (N — 2)e. La consideracion de este caso simple indica fuertemente que la expulsion
de una particula o no tendra un efecto duradero sobre la estabilidad de los anillos internos de los
electrones en el &tomo residual.

La cuestion del origen de las particulas B también puede considerarse desde otro punto de vista,
basandose en una consideracion de las propiedades quimicas y fisicas de las sustancias radiactivas.
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Como es bien sabido, varias de estas sustancias tienen propiedades quimicas muy similares y hasta
ahora han resistido todo intento de separarlas por medios quimicos. También hay alguna evidencia
de que las sustancias en cuestion muestran el mismo espectro de lineas*. Varios autores han
sugerido que esas sustancias son diferentes solo en sus propiedades radioactivas y en sus pesos
atémicos, pero idénticas en todos los demas aspectos fisicos y quimicos. Segun la teoria, esto
significaria que la carga en el ndcleo, asi como la configuracion de los electrones circundantes, es
idéntica en algunos de los elementos, siendo la Gnica diferencia la masa y la constitucion interna del
ndcleo. A partir de las consideraciones de la 8 4, este supuesto queda fuertemente sugerido por el
hecho de que el nmero de sustancias radiactivas es mayor que el nUmero de lugares a nuestra
disposicidn en el sistema periédico. Sin embargo, si la suposicion es correcta, el hecho de que dos
elementos aparentemente idénticos emitan particulas p de diferentes velocidades, muestra que los
rayos B y los rayos o tienen su origen en el nicleo.

Esta vision del origen de las particulas o y B explica muy simplemente la forma en que el
cambio en las propiedades quimicas de las sustancias radiactivas esta conectado [p. 502] con la
naturaleza de las particulas emitidas. Los resultados de los experimentos se expresan mediante las
dos reglas*: —

1. Cuando se expulsa una particula o, el grupo en el sistema periddico al que pertenece el
producto resultante es dos unidades menor que aquel al que pertenece el cuerpo primario.

2. Siempre que se expulsa una particula B, el grupo del cuerpo resultante es 1 unidad mayor que
el del origen.

Como se verd, esto es exactamente lo que se espera de acuerdo con las consideraciones de la §
4.

Al escapar del nucleo, cabria esperar que los rayos 3 choquen con los electrones ligados en los
anillos internos. Esto dara lugar a una emision de una radiacion caracteristica del mismo tipo que la
radiacion Rontgen caracteristica, emitida por elementos de menor peso atdbmico por el impacto de
los rayos catddicos. La suposicion de que la emision de rayos y se debe a colisiones de rayos 3 con
electrones ligados en el atomo, fue propuesta por Rutherfordf para dar cuenta de los numerosos
grupos de rayos 3 homogéneos expulsados de ciertas sustancias radiactivas.

En el presente trabajo se ha intentado demostrar que la aplicacion de la teoria de la radiacion de
Planck al modelo atomico de Rutherford a traves de la introduccion de la hipotesis de la constancia
universal del momento angular de los electrones ligados en el atomo, conduce a resultados que
parecen estar en acuerdo con los experimentos. En un articulo posterior, esta teoria se aplicara a los
sistemas que contiene mas de un nuicleo.

*Ver A. S. Russell y R. Rossi, Proc. Roy. Soc., A. LXXXVII, p. 478, (1912).

* Ver A. S. Russell, Chem. News, CVII, p. 49 (1913); G. v. Hevesy,Phys. Zeitschr,XIV, p. 49 (1913); K. Fajans,
Phys. Zeitschr. XIV, pp. 131& 136,(1913),:Verh. d. deutsch. Phys. Ges. XV, p. 240, (1913); F. Soddy, Chem. News,
CVII, p. 97, (1913).

+E. Rutherford, Phil. Mag., XXIV, pp. 453 & 893, (1912).
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La conexion intima entre la teoria actual y la teoria moderna de la radiacion de un cuerpo negro
y del calor especifico es evidente; de nuevo, dado que en la electrodindamica ordinaria el momento
magnético debido a un electrdn que gira en una 6rbita circular es proporcional al momento angular,
debemos esperar una estrecha relacion con la teoria de los magnetones propuesta por Weiss. El
desarrollo de una teoria detallada de la radiacion de calor y del magnetismo sobre la base de la
presente teoria requiere, sin embargo, la introduccion de supuestos adicionales sobre el
comportamiento de los electrones ligados en un campo electromagnético. El autor espera volver a
estas cuestiones méas adelante.
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LXXIII. On the Constitution of Atoms and Molecules.
por N. Bohr, Dr. Phil. Copenhagen*.
Part I11.

SISTEMAS QUE CONTIENEN VARIOS NUCLEOSY.

§ 1. Preliminar.

Segun la teoria de Rutherford sobre la estructura de los a&tomos, la diferencia entre un atomo de
un elemento y una molécula resultante de una combinacién quimica es que el primero consiste en
un grupo de electrones que rodean a un unico nucleo positivo de dimensiones extremadamente
pequefias y una masa grande en comparacion con la de los electrones, mientras que este Ultimo
contiene al menos dos nucleos a distancias entre si comparables con las distancias de los electrones
en el grupo circundante.

La idea principal utilizada en los trabajos anteriores era que los atomos se formaron a través de
la unidn sucesiva, por el ndcleo, de varios electrones inicialmente casi en reposo. [p.858] Tal
concepcidn, sin embargo, no puede utilizarse al considerar la formacion de un sistema que contiene
méas de un nucleo; porque en el ultimo caso no habrd nada que mantenga unidos a los nucleos
durante la union de los electrones. A este respecto, puede notarse que, si bien un solo nicleo que
lleva una carga positiva grande es capaz de unir una pequefia cantidad de electrones, por el
contrario, dos nucleos altamente cargados obviamente no pueden mantenerse juntos con la ayuda de
unos pocos electrones. Por lo tanto, debemos suponer que las configuraciones que contienen varios
nucleos se forman por la interaccion de varios sistemas, cada uno de los cuales contiene un solo
nucleo, que ya ha unido una cierta cantidad de electrones.

La § 2 trata de la configuracion y la estabilidad de un sistema ya formado. Consideraremos solo
el caso simple de un sistema que consta de dos nucleos y de un anillo de electrones que gira
alrededor de la linea que los conecta; el resultado del calculo. No obstante, dara una indicacién de
qué configuraciones son de esperar en casos mas complicados. Como en los escritos anteriores,
asumiremos que las condiciones de equilibrio pueden deducirse con la ayuda de la mecanica
ordinaria. Sin embargo, al determinar las dimensiones absolutas y la estabilidad de los sistemas,
utilizaremos la hipoétesis principal de la Parte I. De acuerdo con esto, el momento angular de cada
electron respecto del centro de su Orbita es igual a un valor universal h/2n donde h es la constante
de Planck. Ademas, la estabilidad estd determinada por la condicién de que la energia total del
sistema es menor que la de cualquier configuracién vecina que satisfaga la misma condicion del
momento angular de los electrones.

En la § 3, se discute con cierto detalle, la configuracion que se espera para una molécula de
hidrogeno.

*Comunicado por el Prof. E. Rutherford, F.R.S.
+ La Parte 1 y la Parte 11, fueron publicadas en el Phil. Mag., XXVI, p. 1y p. 476, (1913).
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La 8§ 4, trata del modo de formacion de los sistemas. Se indica un método simple de
procedimiento, mediante el cual es posible seguir, paso a paso, la combinacion de dos d&tomos para
formar una molécula. Se demostrard que la configuracion obtenida satisface las condiciones
utilizadas en la 8 2. El papel desempefiado en las consideraciones por el momento angular de los
electrones respalda firmemente la validez de la hipotesis principal.

El 8 5 contiene algunas indicaciones de las configuraciones que se esperan para los sistemas que
contienen un mayor nimero de electrones.

[p. 859] 8 2. Configuraciones y estabilidad de los sistemas

Consideremos un sistema que consta de dos nucleos positivos de cargas iguales y un anillo de
electrones que giran alrededor de la linea que los conecta. Sea n el niUmero de electrones en el
anillo, — e la carga de un electron y Ne la carga en cada nucleo. Como puede facilmente
demostrarse, el sistema estara en equilibrio si los nucleos estan a la misma distancia del plano del
anillo y si la relacion entre el diametro del anillo 2a y la distancia entre los nucleos 2b viene dada
por

1
2 2

4n\3
b=a (W] -1 (1)

siempre que la frecuencia de revolucion « sea de una magnitud tal que para cada uno de los
electrones la fuerza centrifuga equilibra la fuerza radial debido a la atraccion de los nucleos y la
repulsion de los otros electrones. Denotando esta fuerza por e?F/a?, obtenemos de la condicion de la
constancia universal del momento angular de los electrones, como se muestra en la Parte Il pagina
478,

L oo 4n’e’m

a=-—r — F2 (2
4Am?e’m y h? 2

La energia total necesaria para llevar a todas las particulas cargadas a distancias infinitas entre
si, es igual a la energia cinética total de los electrones y esta dada por

2ne*m
WY @

Para el sistema en cuestién tenemos

1
2 2

2 3
S ) DY R @
2n N
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s
donde S, = E csC—;
n

Una tabla de valores de s, esta dada en la pagina 482 de la Parte II.

Para probar la estabilidad del sistema, tenemos que considerar los desplazamientos de las érbitas
de los electrones en relacion con los ndcleos, y también los desplazamientos de estos Ultimos entre
si.

Un célculo basado en la mecénica ordinaria da que [p. 860] los sistemas son inestables para los
desplazamientos de los electrones en el plano del anillo. Sin embargo, en cuanto a los sistemas
considerados en la Parte Il, supondremos que los principios ordinarios de la Mecanica no se pueden
utilizar para discutir el problema en cuestion, y que la estabilidad de los sistemas para los
desplazamientos considerados se garantiza mediante la introduccion de hipdtesis de la constancia
universal del momento angular de los electrones. Este supuesto se incluye en la condicion de
estabilidad establecida en la 8 1. Debe notarse que en la Parte I, la cantidad F se tom6 como una
constante, mientras que para los sistemas considerados aqui, F, para posiciones fijas de los nucleos,
varia con el radio del anillo. Sin embargo, un célculo simple, similar al dado en la Parte II, en la
pag. 480, muestra que el aumento en la energia total del sistema para una variacion del radio del
anillo de a hasta a + da, descuidando las potencias de 6a mayores que la segunda, esta dada por

s(P +T)=T(1+%‘2—';)(%)2 ,

donde T es la energia cinética total y P la energia potencial total del sistema. Dado que para
posiciones fijas de los ndcleos F aumenta al aumentar a (F =0 paraa =0; F = 2N — s, para a = «),
el término dependiente de la variacién de F sera positivo, y, consecuentemente, el sistema sera
estable para el desplazamiento en cuestion.

A partir de consideraciones exactamente correspondientes a las dadas en la Parte 11 en la pagina
481, obtenemos la condicion de estabilidad para los desplazamientos de los electrones
perpendiculares al plano del anillo.

G>pn.o — Pnm, (5)

donde pno — pnm tiene el mismo significado que en la Parte 11 y e?’Géz/a® denota a la componente,
perpendicular al plano del anillo, de la fuerza debida al nicleo que actta sobre uno de los electrones
del anillo cuando ese electron ha sufrido un pequefio desplazamiento 6z perpendicular al plano del
anillo. Como en los sistemas considerados en la Parte 11, se puede imaginar que los desplazamientos
se producen por el efecto de fuerzas exteriores que actian sobre los electrones en una direccion
paralela al eje del sistema.

Para un sistema de dos nucleos cada uno de carga Ne y con un anillo de n electrones,
encontramos
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, 2 )2 2
o N2 || 1oq NP (6)
2n N an

[p. 861] Con la ayuda de esta expresion y usando la tabla para pno — pnm dada en pagina 482 en la
Parte 11, se puede demostrar, simplemente, que el sistema en cuestion no sera estable a menos que N
=lynseaiguala2¢ 3.

Al considerar la estabilidad de los sistemas para un desplazamiento de los nucleos entre si,
supondremos que los movimientos de los ndcleos son tan lentos que el estado de movimiento de los
electrones en cualquier momento no diferird sensiblemente del calculado con la suposicion de que
los nicleos estan en reposo. Esta suposicion es permisible si se tiene en cuenta la gran masa de los
nlcleos en comparacion con la de los electrones, lo que implica que las vibraciones resultantes de
un desplazamiento de los nucleos son muy lentas en comparacién con las debidas a un
desplazamiento de los electrones. Para un sistema que consiste en un anillo de electrones y dos
nucleos de igual carga, supondremos que los electrones en cualquier momento, desafiando el
desplazamiento de los ndcleos, se mueven en orbitas circulares en el plano de simetria de los
nucleos.

Imaginemos ahora que, con la ayuda de fuerzas exteriores que actlan sobre los nicleos,
variamos lentamente la distancia entre ellos. Durante el desplazamiento, el radio del anillo de
electrones variara como consecuencia de la alteracion de la fuerza radial debido a la atraccion de los
nucleos. Durante esta variacion, el momento angular de cada uno de los electrones alrededor de la
linea que conecta los ndcleos permanecerd constante. Si la distancia separada de los nucleos
aumenta, el radio del anillo obviamente también aumentara; Sin embargo, el radio aumentara a una
velocidad menor que la distancia entre los nucleos. Por ejemplo, imagine un desplazamiento en el
que la distancia y el radio se incrementan a veces sus valores originales. En la nueva configuracion,
la fuerza radial que actta sobre un electron, desde los nicleos y por los otros electrones, es 1/a2,
multiplicada por la configuracion original. De la constancia del momento angular de los electrones
durante el desplazamiento, se deduce que la velocidad de los electrones en la nueva configuracion
es 1/a veces, y la fuerza centrifuga es 1/a® veces mayor que la del original. En consecuencia, la
fuerza radial es mayor que la fuerza centrifuga.

Debido a que la distancia entre los nicleos aumenta méas rapidamente que el radio del anillo, la
atraccion de uno de los nucleos debido al anillo serd mayor que la repulsién debida al otro nucleo.
Por lo tanto, el trabajo realizado durante el desplazamiento por las fuerzas exteriores que acttan
sobre los nucleos sera positivo, [p. 862] y el sistema serd estable para el desplazamiento.
Obviamente, el mismo resultado se mantendrd en el caso de que la distancia entre los nucleos
disminuya. Puede observarse que en las consideraciones anteriores no hemos utilizado ninguna
nueva suposicion sobre la dindmica de los electrones, sino que solo hemos utilizado el principio de
la invariancia del momento angular, que es comun tanto para la Mecanica ordinaria como para la
hip6tesis principal de la § 1.

Para un sistema que consiste en un anillo de electrones y dos nucleos de carga desigual, la
investigacion de la estabilidad es mas complicada. Como antes, encontramos que los sistemas son
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siempre estables para los desplazamientos de los electrones en el plano del anillo; para
desplazamientos perpendiculares al plano del anillo, también se mantendra una expresion
correspondiente a (5) para la condicién de estabilidad. Esta condicion, sin embargo, no sera
suficiente para asegurar la estabilidad del sistema. Para un desplazamiento de los electrones
perpendiculares al plano del anillo, la variacion de la fuerza radial debida a los ndcleos sera del
mismo orden de magnitud que el desplazamiento; por lo tanto, en la nueva configuracion, la fuerza
radial no estara en equilibrio con la fuerza centrifuga y, si el radio de las drbitas varia hasta que se
restablezca el equilibrio radial, la energia del sistema disminuird. Esta circunstancia debe tenerse en
cuenta al aplicar la condicion de estabilidad de la 8 1. Complicaciones similares surgen en el célculo
de la estabilidad para los desplazamientos de los nucleos. Para una variacion de la distancia entre
los nucleos, no s6lo variara el radio del anillo sino también la relacion en la cual el plano del anillo
divide la linea que conecta los nlcleos. Como consecuencia, la discusion completa del caso general
es bastante larga; un calculo numérico aproximado, sin embargo, muestra que los sistemas, como en
el caso anterior, seran inestables a menos que las cargas en los nicleos sean pequefias y el anillo
contenga muy pocos electrones.

Las consideraciones anteriores sugieren configuraciones para sistemas que consisten en dos
nucleos positivos y varios electrones, que son consistentes con la disposicion de los electrones que
se espera en las moléculas de las combinaciones quimicas. Si consideramos un sistema neutro que
contiene dos nucleos con grandes cargas, se deduce que en una configuracion estable, la mayor
parte de los electrones debe estar dispuesta alrededor de cada nucleo aproximadamente como si el
otro ndcleo estuviera ausente; y que solo unos pocos electrones externos estaran dispuestos de
forma diferente girando en un anillo alrededor de la linea que conecta los nucleos. El ultimo anillo,
que mantiene unido el sistema, representa el "enlace"” quimico.

[p. 863] Se puede obtener una primera representacion, aproximada, de la posible configuracion
de dicho anillo considerando sistemas simples que consisten en un solo anillo de electrones que gira
alrededor de la linea que conecta dos nucleos de dimensiones diminutas. Sin embargo, una
discusion detallada de la configuracion de los sistemas que contienen un mayor numero de
electrones, teniendo en cuenta el efecto de los anillos internos, implica calculos numeéricos muy
elaborados. Ademas de algunas indicaciones dadas en el § 5, en este articulo nos limitaremos a
sistemas que contienen muy pocos electrones.

8 3. Sistemas conteniendo pocos electrones. La molécula de hidroégeno

Entre los sistemas considerados en el § 2 y que se encuentran estables, es de especial interés el
sistema formado por un anillo de dos electrones y dos ndcleos de carga e, ya gque, segun la teoria,
puede esperarse que represente una molécula de hidrégeno neutra.

Denotando el radio del anillo por a y las distancias que separan a los nucleos en el plano del
anillo por b, obtenemos de (1), poniendo N=1yn =2
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de (4), obtenemos

F =

3‘/3_1:1,049.

De (2) y (3) obtenemos, denotando, como en la Parte Il, los valores de a, ®, y W, para un
sistema que consiste en un solo electrén que gira alrededor de un nucleo de carga e (un 4tomo de
hidrégeno) mediante ao, wo y Wo.

a=0,95 ao, o =1,10 aq, W = 2,20 Wo

Como W > 2 Wp, se sigue que los dos atomos de hidrogeno se combinan en una molécula con
emision de energia.

Poniendo W = 2,0 x 10!erg (conforme Parte 11, pagina 488) y N = 6,2 x 10?3 donde N es el
numero de moléculas en una molécula-gramo, obtenemos la energia emitida durante la formacién
de una molécula-gramo de hidrogeno a partir de atomos de hidrégeno (W — 2Wq) N = 2,6 x 10%2,
que corresponde a 6,0 x 10%al. Este valor es del orden de magnitud correcto; Sin embargo, es
considerablemente menor que el valor 13 x 10%al encontrado por Langmuir* midiendo la
conduccion de calor a traves del gas desde un cable incandescente en hidrogeno. Debido al método
indirecto [p. 864] empleado, parece ser dificil estimar la precision atribuido a este ultimo valor. Para
poner el valor tedrico de acuerdo con el valor de Langmuir, la magnitud del momento angular de los
electrones deberia ser solo 2/3 de la adoptada; esto parece, sin embargo, dificil de conciliar con el
acuerdo obtenido en otros puntos.

3V3

A partir de la (6) encontramos que G = 16 - 0,325. Para la frecuencia de vibracion de todo el

anillo en la direccion paralela al eje del sistema tendremos:

3
v= mo,le% — 0,61, = 3,8x10°s~

En la Parte 1 y la Parte Il hemos asumido que la frecuencia de radiacidn absorbida por el sistema
y que corresponde a las vibraciones de los electrones en el plano del anillo no puede calcularse a
partir de la mecénica ordinaria, sino que queda determinada por la relacién hv = E, donde h es la
constante de Planck, y E la diferencia en energia entre dos estados estacionarios diferentes del
sistema. Como hemos visto en la 8 2 que una configuracion que consta de dos nucleos y un solo
electron que gira alrededor de la linea entre ellos es inestable, podemos suponer que la eliminacion
de uno de los electrones conducira a la ruptura de la molécula en un solo ndcleo y un atomo de

*|. Langmuir, Journ. Amer. Chem. Soc., XXXIV, p. 860, (1912).
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hidrogeno*. Si consideramos el Gltimo estado como uno de los estados estacionarios en cuestion,
obtenemos

E=W-W,=120W, y v= 1,2\% =3,7x10%s™".

El valor para la frecuencia de la linea de absorcion ultravioleta del hidrégeno calculada a partir
de experimentos en dispersion es v = 3,5 x 10%s1* Ademas, un calculo de tales experimentos
basado en la teoria de Drude da un valor cercano a dos para el nimero de electrones en una
molécula de hidrégeno. El Gltimo resultado podria tener relacién con el hecho de que las
frecuencias calculadas anteriormente para la radiacion absorbida correspondiente a las vibraciones
paralelas y perpendiculares al plano del anillo son casi iguales. Como se menciond en la Parte 11, el
namero de electrones en un a&tomo de helio calculado a partir de experimentos en dispersion es solo
alrededor de 2/3 del nimero de electrones que se espera en el &tomo, a saber: dos. Para un &tomo de
helio, como para una molécula de hidrogeno, la frecuencia determinada por la relacion hv = E
coincide estrechamente con la frecuencia observada a partir de la dispersion; sin embargo, en el
sistema del helio, la frecuencia [p. 865] correspondiente a las vibraciones perpendiculares al plano
del anillo es mas de tres veces mayor que la frecuencia en cuestion y, en consecuencia, tiene una
influencia insignificante sobre la dispersion.

Para determinar la frecuencia de vibracion del sistema correspondiente al desplazamiento de los
nucleos entre si, consideremos una configuracion en la que el radio del anillo es igual a 'y, y la
distancia entre los nucleos es 2x. La fuerza radial que actta sobre uno de los electrones y debida a la
atraccion de los nicleos y a la repulsion del otro electron es
2e’y e’

R= (y2+ X2)3/2 _4y2

Consideremos ahora un desplazamiento lento del sistema durante el cual la fuerza radial
equilibra a la fuerza centrifuga debida a la rotacion de los electrones, y el momento angular de estos
Gltimos permanecen constante; haciendo R = (e? / y?) F, hemos visto en la pagina 859 que el radio
del anillo es inversamente proporcional a F. Por lo tanto, durante el desplazamiento considerado,
Ry® permanece constante. Esto da por diferenciacion

5
(Sy5 +32y°x? —(x2 + yzﬁjdy+ 24xy‘dx =0

Introduciendo x = b e y =a, tenemos

*:? ... we mayassume that the removing of one of the electrons will lead tothe breaking up of the molecule into a

single nucleus and ahydrogen atom. (en el original)
*C. y M. Cuthbertson, Proc. Roy. Soc., XXXIII, p. 151, (1910).
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y__ 2z =0,834

dx 21J3-4

La fuerza que actta sobre uno de los nlcleos debido a la atraccion del anillo y la repulsion del
otro nucleo es

2e2x e?

2= (X2 + yz)% - ax?

Para x = b e y= a esta fuerza es igual a 0.

En correspondencia con un pequefio desplazamiento del sistema para el que x = a + ox
obtenemos, utilizando el valor anterior para dy/dx y poniendo Q = (e%/a%) Hdx,

27 dy
H=— -—|=1515
16 [\/— dx]

Para la frecuencia de vibracion correspondiente al desplazamiento en cuestion obtenemos,
denotando la masa de uno de los nucleos por M, [p. 866]

3
v=oy o H2 1320, |
M a M

Haciendo M/m = 1835y o = 6,2 x 10'°, encontramos que
v=119x10"

Esta frecuencia es del mismo orden de magnitud que la calculada por la teoria de Einstein a
partir de la variacion del calor especifico del gas de hidrégeno con la temperatura*. Por otro lado,
en el gas hidrégeno no se observa absorcién de radiacion correspondiente a esta frecuencia. Sin
embargo, esto es justo lo que deberiamos esperar debido a la estructura simétrica del sistema y la
gran relacion entre las frecuencias correspondientes a los desplazamientos de los electrones y de los
nacleos. La ausencia total de absorcion de radiacion infrarroja en el hidrogeno gaseoso podria
considerarse como un fuerte argumento en apoyo de una constitucion de una molécula de hidrégeno
como la adoptada aqui, en comparacién con los modelos de moléculas en las que se supone que el
enlace quimico tiene su origen en una carga opuesta de los &tomos intervinientes.

Como se mostraré en la § 5, la frecuencia calculada anteriormente puede usarse para estimar la
frecuencia de vibracion de los sistemas mas complicados para los que se observa una absorcion de
radiacion infrarroja.

*Ver N. Bjerrum, Zeitschr. f. Elektrochem., XVII, p. 731, (1911);XVIII, p. 101, (1912).
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La configuracién de dos nucleos, cada uno de carga e y un anillo de tres electrones que giran
entre ellos, como se menciona en la § 2, también serd estable para los desplazamientos de los
electrones perpendiculares al plano del anillo. Un célculo da

g=0,486, G=062 y F=0879.

y, ademas
a=114a,, ®=0770, y W =232W,

Dado que W es mayor que para el sistema que consta de dos nucleos y dos electrones, se puede
considerar que el sistema en cuestion representa una molécula de hidrogeno cargada negativamente.
Sir J. J. Thomson ha obtenido pruebas de la existencia de dicho sistema en sus experimentos con
rayos positivosy.

Un sistema que consta de dos nucleos, cada uno de carga e y un solo electron [p. 867] que gira
en una Orbita circular alrededor de la linea que conecta a ambos nucleos, es inestable para un
desplazamiento del electron perpendicular a su Orbita, ya que en la configuracion de equilibrio G<
0. Por lo tanto, la explicacion de la aparicion de moléculas de hidrogeno cargadas positivamente en
experimentos con rayos positivos puede considerarse, a primera vista, como una dificultad seria
para la presente teoria. Sin embargo, podria buscarse una posible explicacion en las condiciones
especiales bajo las cuales se observan los sistemas. Probablemente estemos tratando, en tal caso, no
con la formacién de un sistema estacionario por una interaccion regular de sistemas que contienen
nucleos unicos (ver la siguiente seccion), sino mas bien con un retraso en la ruptura de una
configuracion provocada por la eliminacion repentina de uno de los electrones por impacto de una
sola particula.

Otra configuracion estable que contiene algunos electrones es una que consiste en un anillo de
tres electrones y dos nucleos de cargas e y 2e. Un calculo numérico da

b1 446, %

= =0137 y F=1552

siendo a el radio del anillo y b: y b2 las distancias de cada nacleo desde el plano del anillo. Con la
ayuda de (2) y (3) obtenemos también

a=0644a, o0=2410, y W =7.22W,

donde w es la frecuencia de revolucion y W la energia total necesaria para separar las particulas a
distancias infinitas entre si. A pesar de que W es mayor que la suma de los valores de W para un
atomo de hidrogeno y uno de helio (Wo + 6,13Wo; conforme Parte 11. pagina 489), la configuracion

+J. J. Thomson, Phil. Mag., XXIV,p. 253, (1912).
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en cuestion no puede, como se mostrard en la siguiente seccion, ser considerada como
representativa de una posible molécula formada por hidrogeno y helio.

La vibracion del sistema correspondiente a un desplazamiento de los nicleos entre si muestra
caracteristicas diferentes del sistema considerado anteriormente de dos nucleos, cada uno de carga
ey dos electrones. Si, por ejemplo, la distancia entre los ncleos aumenta, el anillo de electrones se
acercara a los nucleos. En consecuencia, se debe esperar que la vibracion esté conectada con una
absorcion de radiacion.

§ 4, Formacion de los sistemas

Como se menciona en la 8§ 1, no podemos suponer que los sistemas que contienen mas de un
nlcleo estan formados por la union sucesiva de electrones, como hemos supuesto para los [p. 868]
sistemas considerados en la Parte 1l. Debemos suponer que los sistemas estan formados por la
interaccion de particulas, que contienen nucleos individuales, que tienen electrones unidos. Ahora
consideraremos este problema mas de cerca, comenzando con el caso mas simple posible, a saber,
la combinacion de dos a&tomos de hidrégeno para formar una molécula.

Consideremos dos atomos de hidrogeno situados a una gran distancia entre ellos en comparacion
con las dimensiones lineales de las drbitas de los electrones, e imaginemos que con la ayuda de
fuerzas exteriores actuando sobre los nlcleos, hacemos que estos se acerquen entre si y que los
desplazamientos, sean tan lentos que los equilibrios dinamicos de los electrones para cada posicion
de los ndcleos sean los mismos que si los ndcleos estuvieran en reposo.

Supongamos que los electrones giran originalmente en planos paralelos perpendiculares a la
linea recta que conecta los nucleos, que la direccidn de rotacion es la misma y que la diferencia de
fase es igual a la mitad de una revolucién. Durante el acercamiento de los nucleos, la direccion de
los planos de las orbitas de los electrones y la diferencia de fase se mantendran inalteradas. Sin
embargo, los planos de las orbitas, al comienzo del proceso, se acercaran entre si a una velocidad
mayor que los nucleos. Por el desplazamiento continuo de los ndcleos, los planos de las érbitas de
los electrones se acercardn mas y mas, hasta que finalmente, cuando los nucleos estén a una cierta
distancia entre si, los planos coincidiran y los electrones se organizaran en un solo anillo que gira en
el plano de simetria de los nucleos. Durante el enfoque posterior de los nacleos, la relacion entre el
didmetro del anillo de electrones y la distancia entre los nGcleos aumentaran, y el sistema pasara a
tener una configuracion en la que estara en equilibrio sin la aplicacion de fuerzas exteriores en los
nacleos.

Con la ayuda de un célculo similar al indicado en la § 2, se puede demostrar de manera simple
que en cualquier momento durante este proceso la configuracion de los electrones es estable para un
desplazamiento perpendicular al plano de las oOrbitas. Ademas, durante toda la operacion, el
momento angular de cada uno de los electrones alrededor de la linea que conecta los nucleos
permanecera constante y, por lo tanto, la configuracion del equilibrio obtenido sera idéntica a la
adoptada en la § 3 para una molécula de hidrogeno. Como se ha mostrado alli, la configuracion
correspondera a un valor mas pequefio de la energia total que el correspondiente a dos atomos
aislados. Durante el proceso, las fuerzas entre las particulas del sistema habran trabajado contra las
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fuerzas exteriores que actdan sobre los nicleos; Este hecho puede expresarse [p. 869] diciendo que
los &tomos se han "atraido" entre si durante la combinacion. Un célculo més detallado muestra que
para cualquier distancia desde los nucleos que sea mayor que la correspondiente a la configuracion
de equilibrio, las fuerzas que actan sobre los nucleos, debido a las particulas del sistema, actuaran
en una direccion tal que tiendan a disminuir la distancia entre los nucleos; mientras que, para
cualquier distancia menor, las fuerzas tendréan la direccion opuesta.

Mediante estas consideraciones, se indica un posible proceso para la combinacion de dos &tomos
de hidrégeno para formar una molécula. Esta operacion puede seguirse paso a paso sin introducir
ningin supuesto nuevo sobre la dinamica de los electrones, y conduce a la misma configuracion
adoptada en la seccion § 3 para una molécula de hidrdgeno. Cabe recordar que la ultima
configuracion se dedujo directamente con la ayuda de la hip6tesis principal de la constancia
universal del momento angular de los electrones. Estas consideraciones también ofrecen una
explicacion de la "afinidad" entre dos atomos. Cabe sefialar que la suposicion con respecto a la
lentitud del movimiento de los nicleos con respecto a los de los electrones se cumple con un alto
grado de aproximacion en una colision entre dos atomos de un gas a temperaturas ordinarias. Aun
suponiendo una disposicion especial de los electrones al comienzo del proceso, este método
suministra muy poca informacion sobre la posibilidad de combinacion debido a una colision
arbitraria entre dos atomos.

Otra forma en que se puede formar una molécula de hidrogeno neutra es mediante la
combinacion de un atomo cargado positivamente y otro cargado negativamente. Segun la teoria, un
atomo de hidrogeno cargado positivamente es simplemente un nucleo de dimensiones muy
pequefias y de carga e, mientras que un atomo cargado negativamente es un sistema que consiste en
un nucleo rodeado por un anillo de dos electrones. Como se ha mostrado en la Parte I, este Gltimo
sistema puede considerarse como posible, ya que la energia emitida por su formacion es mayor que
la energia correspondiente para un &tomo de hidrégeno, neutro. Imaginemos ahora que, como antes,
mediante un desplazamiento lento de los nucleos, se combinan un &tomo con carga negativa y uno
con carga positiva. Debemos suponer que, cuando los nlcleos se han acercado a una distancia igual
a la de la configuracion adoptada para una molécula de hidrégeno, los electrones se organizaran de
la misma manera, ya que esta es la Unica configuracion estable para esta distancia en la que el
momento angular de los electrones tienen el valor prescrito por la teoria. Sin embargo, el estado de
movimiento de los electrones no variara de manera continua con el desplazamiento [p. 870] de los
nacleos como en la combinacion de dos a&tomos neutros. Para una cierta distancia entre los nucleos,
la configuracion de los electrones sera inestable y de repente cambia por una cantidad finita; esto se
deduce inmediatamente del hecho que el movimiento de los electrones por la combinacion de los
dos atomos de hidrégeno neutros considerados anteriormente, pasan a través de una serie
ininterrumpida de configuraciones estables. El trabajo realizado por el sistema contra las fuerzas
exteriores que actlan sobre los nucleos, en el caso de la combinacion de un atomo cargado
negativamente y otro cargado positivamente, no serd igual a la diferencia de energia entre la
configuracion original y la configuracion final; pero al pasar por las configuraciones inestables debe
emitir una radiacion de energia, correspondiente a la emitida durante la union de los electrones con
un solo nucleo y considerada en las partes | y II.
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En la vision anterior, se deduce que en la ruptura de una molécula de hidrégeno al aumentar
lentamente la distancia entre los nlcleos, se obtienen dos &tomos de hidrégeno neutros y no uno
positivo y uno negativo. Esto esta de acuerdo con las deducciones obtenidas de los experimentos
con rayos positivos*

Luego imaginemos que en lugar de dos &tomos de hidrégeno consideramos dos dtomos de helio,
esto es, cada uno un sistema que consiste en un nucleo de carga 2e rodeado por un anillo de dos
electrones, y que pasan por un proceso similar al considerado en la pagina 868. Supongamos que los
atomos de helio al comienzo de la operacion estan orientados relativamente entre si como los
atomos de hidrégeno, pero con la excepcion de que las fases de los electrones en los atomos de
helio difieren en un cuarto de revolucion en lugar de media revolucién como en el caso del
hidrégeno. Por el desplazamiento de los nicleos, los planos de los anillos de electrones, como en el
primer caso, se acercaran entre si a una velocidad mayor que los nucleos, y para una cierta posicion
de estos Gltimos los planos coincidiran. Durante el acercamiento de los nucleos, los electrones se
organizaran a intervalos angulares iguales en un solo anillo. Como en el primer caso, se puede
demostrar que en cualquier momento durante esta operacion el sistema sera estable para un
desplazamiento de los electrones perpendiculares al plano de los anillos. En el caso del hidrogeno,
donde las fuerzas externas que se aplicaran a los nucleos para mantener el sistema en equilibrio
siempre estaran en una direccion para disminuir la distancia entre los nucleos. En cambio, en el caso
del helio, [p. 871] el sistema nunca pasara por una configuracion de equilibrio y, durante el proceso,
los atomos de helio se "repeleran™ entre si. La consideracion ofrece una explicacion de la negativa
de los atomos de helio a combinarse en moléculas mediante un acercamiento muy préximo de los
atomos.

En vez de dos atomos de hidrogeno o dos atomos de helio, consideremos a continuacion un
atomo de hidroégeno y uno de helio y, de manera similar, acerquemos lentamente los nucleos entre
si. En este caso, a diferencia de los casos anteriores, los electrones no tendran tendencia a fluir
juntos en un solo anillo. Debido a la gran diferencia en los radios de las orbitas de los electrones en
hidrogeno y helio, se debe esperar que el electrén del atomo de hidrdgeno gire siempre dentro del
anillo de helio, y si los nucleos se unen estando muy préximos, la configuracion de los electrones
coincidira con los adoptados en la Parte Il para un &tomo de litio Ademas, las fuerzas exteriores que
se aplicaran a los nucleos durante el proceso, estaran en una direccion tal que disminuya la distancia
entre ellos. Por lo tanto, de esta manera, no podemos obtener una combinacion de los atomos.

No se puede esperar que la configuracion estable considerada en la seccion § 3, que consiste en
un anillo de tres electrones y dos nucleos de cargas e y 2e, se forme por dicho proceso, a menos
que, originalmente, el anillo de electrones estuviera unido a uno de los nacleos. Sin embargo, ni un
nacleo de hidrogeno ni uno de helio podran unir un anillo de tres electrones, ya que dicha
configuracion corresponderia a una energia total mayor que aquella en la que el ndcleo ha unido dos
electrones (conforme Parte Il, pp. 488 y 490). Como se menciona en la § 3, dicha configuracion no
puede considerarse como una posible combinacion de hidrégeno y helio, a pesar de que el valor de
W es mayor que la suma de los valores de W para un atomo de hidrégeno y uno de helio. Sin

*Conforme, J. J. Thomson, Phil. Mag., XXIV, p. 248, (1912).
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embargo, como veremos en la seccion siguiente, la configuracién puede dar indicaciones de la
posible estructura de las moléculas que se forman mediante cierta clase de combinaciones quimicas.

§ 5. Sistemas conteniendo un nimero mayor de electrones.

Las consideraciones de la seccion anterior, nos dan algunas indicaciones de las configuraciones
electrénicas de sistemas que contienen un mayor niamero de electrones, en todo de acuerdo con las
conclusiones obtenidas en la § 2.

Imaginemos que, de manera similar a lo considerado en la pagina 868 para dos a&tomos de
hidrégeno, hacemos que dos dtomos que contienen una gran cantidad de electrones se acerquen
entre si. Durante el comienzo del proceso, el efecto sobre la configuracion de los anillos internos
sera muy pequefio en comparacion con el efecto sobre los electrones en los anillos externos, y el
resultado final [p. 872] dependera principalmente del nimero de electrones en estos anillos. Si, por
ejemplo, el anillo externo en ambos atomos contiene solo un electron, podemos esperar que durante
el acercamiento estos dos electrones formen un solo anillo como en el caso del hidrégeno. Mediante
un enfoque adicional de los nucleos, el sistema llegara a un estado de equilibrio antes de que la
distancia entre los nacleos sea comparable con los radios de los anillos internos de los electrones. Si
la distancia se reduce aun mas, la repulsion de los nucleos predominard y tenderd a evitar un
acercamiento de los sistemas.

De esta manera, ese estado de equilibrio nos conduce a una posible configuracion de una
molécula resultante de una combinacion de dos sustancias monovalentes, — como el HCI,— en la que
el anillo de electrones que representa el enlace quimico esta dispuesto de forma similar a la que se
supone para una molécula de hidrogeno. Sin embargo, dado que, como en el caso del hidrogeno, la
energia emitida por una combinacidn de los atomos es solo una pequefia parte de la energia cinética
de los electrones externos, podemos esperar que pequerfias diferencias en la configuracion del anillo,
debido a la presencia de anillos internos de electrones en los atomos, tendra una gran influencia en
el calor de reaccion y, en consecuencia, en la afinidad de las sustancias. Como se menciona en la
seccion § 2, una discusion detallada de estas preguntas implica calculos numéricos muy elaborados.
Sin embargo, podemos hacer una comparacion aproximada entre la teoria y el experimento,
considerando la frecuencia de vibracion, entre si, de los dos &omos en la molécula. En la § 3,
pagina 866, hemos calculado esta frecuencia para una molécula de hidrogeno. Dado que ahora se
supone que la unién de los atomos es similar a la del hidrogeno, la frecuencia de la mueva molécula
formada se puede calcular, simplemente, si conocemos la relacion entre la masa de los nacleos de
los 4&tomos que forman la nueva molécula y la masa de un nicleo de la molécula de hidrogeno.
Denotando la frecuencia de una molécula de hidrogeno por v y los pesos atémicos de las sustancias
que entran en la combinacion en cuestion por A1 y Az, respectivamente, obtenemos la frecuencia

A +A,
V=V, [
2A/A,
Si los dos atomos son idénticos, la molécula sera exactamente simétrica, y no podemos esperar

una absorcion de radiacién correspondiente a la frecuencia en cuestién (conforme, pagina 866).
Para el gas HCI, se observa una banda de absorcion infrarroja correspondiente a una frecuencia de
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aproximadamente 8,5 x 10'3*. Poniendo en la formula anterior A; = 1y A, = 35 y usando el valor
para vo [p. 873] de la pagina 866, encontramos que v = 13,7 x 10, Teniendo en cuenta la
aproximacion introducida, el acuerdo puede considerarse satisfactorio.

Las moléculas en cuestion también se pueden formar mediante la combinacion de un 4tomo
cargado positivamente y otro dtomo cargado negativamente. Sin embargo, como en el caso del
hidrégeno, al producirse la ruptura de la molécula esperamos obtener dos a&tomos neutros. Puede
haber otro tipo de molécula, para la cual esto no rige, a saber, moléculas que se forman de manera
analoga al sistema que consiste en un anillo de tres electrones y dos nicleos de cargas e y 2e,
mencionados en la seccién anterior. Como hemos visto, la condicion necesaria para la formacién de
una configuracion de este tipo es que uno de los &tomos en la molécula pueda unir tres electrones en
el anillo exterior. Segun la teoria, esta condicion no se cumple para un atomo de hidrégeno o de
helio, pero si para un &tomo de oxigeno. Con los simbolos utilizados en la Parte 11, la configuracion
sugerida para el &tomo de oxigeno fue dada por 8 (4, 2, 2). Mediante un célculo, como el que se
indica en la Parte Il, para esta configuracion tenemos W = 228,07 Wo, mientras que para la
configuracion 8 (4,2,3) obtenemos W = 228,18 Wp. Como este ultimo valor para W es mayor que el
primero, la configuracion 8 (4, 2, 3) puede considerarse como posible y representa un atomo de
oxigeno con una sola carga negativa. Si ahora un nucleo de hidrogeno se acerca al sistema 8 (4,2,3),
podemos esperar que se forme una configuracion estable en la que los electrones externos se
disponen aproximadamente como en el sistema mencionado anteriormente. En una ruptura de esta
configuracion, el anillo de tres electrones permanecera con el atomo de oxigeno.

Dichas consideraciones sugieren una posible configuraciéon para una molécula de agua,
consistente en un ndcleo de oxigeno rodeado por un pequefio anillo de 4 electrones y 2 nucleos de
hidrogeno situados en el eje del anillo a distancias iguales del primer nicleo y mantenidos en
equilibrio con la ayuda de dos anillos de mayor radio, cada uno con tres electrones; estos ultimos
rotan en planos paralelos alrededor del eje del sistema, y estan situados relativamente entre si, de
manera que los electrones en un anillo se ubican justo opuestos al intervalo entre los electrones en
el otro. Si imaginamos que dicho sistema se disocia al eliminar lentamente los nicleos de
hidrogeno, deberiamos obtener dos atomos de hidrégeno cargados positivamente y un atomo de
oxigeno con una carga doblemente negativa, en la que los electrones mas externos estaran
dispuestos en dos anillos de tres electrones cada uno, girando en planos paralelos. La suposicion de
tal configuracion para una molécula de agua ofrece una posible explicacion de la gran absorcion de
rayos infrarrojos [p. 874] por el agua y el alto valor de su capacidad inductiva especifica.

En lo anterior solo hemos considerado sistemas que poseen un eje de simetria alrededor del cual
se supone que los electrones rotan en drbitas circulares. Sin embargo, en sistemas como la molécula
CHa4 no podemos asumir la existencia de un eje de simetria y, en consecuencia, debemos omitir la
suposicion de orbitas exactamente circulares. La configuracion sugerida por la teoria para una
molécula de CHs es del tipo tetraedro regular; El nucleo de carbono rodeado por un anillo muy
pequefio de dos electrones se encuentra en el centro y en cada vértice hay un nucleo de hidrégeno.
Los enlaces quimicos estan representados por 4 anillos de 2 electrones, cada uno girando alrededor

*Ver Il. Kayser, Handb. d. Spectr., I, p. 366, (1905).
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de las lineas que conectan el centro y los Vértices. Pero, la discusion mas detallada de tales
cuestiones, esta muy fuera del alcance de la teoria actual.

Observaciones finales

En el presente trabajo se ha intentado desarrollar una teoria acerca de la constitucion de 4tomos
y moléculas sobre la base de las ideas introducidas por Planck para explicar la radiacion de un
cuerpo negro y la teoria de la estructura de los &tomos propuesta por Rutherford para explicar la
dispersién de particulas o por la materia.

La teoria de Planck se ocupa de la emision y absorcién de radiacién de un vibrador atémico de
frecuencia constante, independiente de la cantidad de energia que posee el sistema en el momento
considerado. Sin embargo, la suposicién de tales vibradores implica la suposicidn de fuerzas cuasi
elasticas y es inconsistente con la teoria de Rutherford, segln la cual todas las fuerzas entre las
particulas de un sistema atomico varian inversamente como el cuadrado de la distancia. Para aplicar
los principales resultados obtenidos por Planck, es necesario introducir nuevas suposiciones en
cuanto a la emision y absorcion de radiacion por un sistema atomico.

Los principales supuestos utilizados en el presente documento son:

1. Que la radiacion de energia no se emite (o absorbe) de manera continua como es asumida en
la electrodinamica ordinaria, sino solo durante el paso de los sistemas entre diferentes estados
“estacionarios”.

2. Que el equilibrio dindmico de los sistemas en las etapas estacionarias se rige por las leyes
ordinarias de la Mecanica, mientras que estas leyes no sirven para el paso de los sistemas entre
estados estacionarios diferentes.

[p. 875] 3. Que la radiacion emitida durante la transicion de un sistema entre dos estados
estacionarios es homogénea, y que la relacion entre la frecuencia v y la cantidad total de energia
emitida E viene dada por E = hv, donde h es la constante de Planck.

4. Que los diferentes estados estacionarios de un sistema simple que consiste en un electron que
gira alrededor de un nacleo positivo estan determinados por la condicion de que la relacion entre la
energia total, emitida durante la formacion de la configuracion, y la frecuencia de revolucion del
electron es un multiplo entero de h/2. Suponiendo que la Orbita del electron es circular, esta
suposicion es equivalente a la suposicion de que el momento angular del electron alrededor del
nacleo es igual a un multiplo entero de h/2x.

5. Que el estado "permanente” de cualquier sistema atomico — o sea, el estado en el que la
energia emitida es maxima, — esta determinado por la condicion de que el momento angular de cada
electrén alrededor del centro de su Orbita es igual a h/2x.

Se muestra que, aplicando estos supuestos al modelo atdmico de Rutherford, es posible tener en
cuenta las leyes de Balmer y Rydberg que vinculan las frecuencias de las diferentes lineas en el
espectro de lineas de un elemento. Ademas, se dan esquemas de una teoria de la constitucién de los
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atomos de los elementos y de la formacién de moléculas por combinaciones quimicas, que en varios
puntos se muestra de acuerdo con los experimentos.

La conexién intima entre la teoria actual y la teoria moderna de la radiacion del cuerpo negro y
del calor especifico es evidente; ademas, dado que en la electrodindmica ordinaria el momento
magnético debido a un electron que gira en una orbita circular es proporcional al momento angular,
debemos esperar una estrecha relacion de estas teorias con la teoria de los magnetones propuesta
por Weiss. El desarrollo de una teoria detallada de la radiacion de calor y del magnetismo sobre la
base de la presente teoria requiere, sin embargo, la introduccion de supuestos adicionales sobre el
comportamiento de los electrones ligados a los 4&tomos en un campo electromagnético. El autor
espera volver a estas cuestiones mas adelante.
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APENDIC B

INVESTIGACIONES SOBRE LA TEORIA DE LOS CUANTOS"
Louis de Broglie

(1924)

RESUMEN - La historia de las teorias Opticas muestra que el pensamiento cientifico ha oscilado
durante mucho tiempo entre una concepcion dindmica y una concepcion ondulatoria de la luz; Por
lo tanto, estas dos representaciones son indudablemente menos opuestas de lo que se habia supuesto
y el desarrollo de la teoria cuantica parece confirmar esta conclusion. Guiados por la idea de una
relacion general entre las nociones de frecuencia y energia, admitimos en el presente trabajo la
existencia de un fendbmeno periddico de una naturaleza aun por especificar que estaria vinculada a
una porcion aislada de energia y que dependeria de su propia masa segun la ecuacion de Planck-
Einstein. La teoria de la relatividad lleva a asociar al movimiento uniforme de cualquier punto
material la propagacion de una cierta onda cuya fase se mueve en el espacio mas rapido que la luz

(cap. 1)

Para generalizar este resultado en el caso del movimiento no uniforme, uno debe admitir una
proporcionalidad entre el vector impulso del Universo sobre un punto material y un vector
caracteristico de la propagacion de la onda asociada cuyo componente del tiempo es la frecuencia.
El principio de Fermat aplicado a la onda se vuelve idéntico al principio de minima accion aplicado
al mévil. Los radios de la onda son idénticos a las posibles trayectorias del movil (cap. I1).

El enunciado anterior aplicado al movimiento periddico de un electrén en el atomo de Bohr nos
permite encontrar las condiciones de estabilidad cuantica como expresiones de la resonancia de la
onda a lo largo de la trayectoria (cap. I11). Este resultado puede extenderse al caso de movimientos
circulares del nucleo y del electron alrededor de su centro de gravedad comin en el atomo de
hidrogeno (cap. 1V).

La aplicacion de estas ideas generales al cuanto de luz concebido por Einstein conduce a muchas
concordancias muy interesantes. Permite esperar, a pesar de las dificultades que quedan, la creacion
de una Odptica que sea tanto atomistica como ondulante, estableciendo una especie de
correspondencia estadistica entre la onda vinculada a la cantidad minima de energia luminosa y la
onda electromagnética de Maxwell (cap. V.)

* Tesis doctoral, publicada en los Annales de la Fondation Louis de Broglie, Vol. 17, N° 1, 1992.
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En particular, el estudio de la dispersion de rayos X y rayos y por cuerpos amorfos que
utilizamos, nos permiten mostrar cuan deseable es, actualmente, una conciliacion de este género
(cap. VI)

Finalmente, la introduccién del concepto de onda de fase en la Mecénica estadistica, lleva a
justificar la intervencidn de los cuantos en la teoria dindmica de los gases y encontrar las leyes de la
radiacion del cuerpo negro como reflejo de la distribucion de la energia entre los &tomos en un gas
de cuantos de luz.

INTRODUCCION HISTORICA.

Del siglo XV1 al siglo XX.

La ciencia moderna nacio a fines del siglo XVI como resultado de la renovacién intelectual
debida al Renacimiento. A medida que la Astronomia posicional se hizo mas precisa dia a dia, las
ciencias del equilibrio y del movimiento, la Estatica y la Dindmica se fueron formando lentamente.
Sabemos que Newton fue el primero en convertir a la Dinamica en un cuerpo homogéneo de
doctrina y, mediante su memorable ley de la gravitacion universal, abrid a la nueva ciencia un
enorme campo de aplicaciones y verificaciones. Durante los siglos XVI1II y XIX, una gran cantidad
de agrimensores, astronomos y fisicos desarrollaron los principios y la Mecénica de Newton, los
que alcanzaron un nivel de belleza y armonia racional tan grande que su carécter de ciencia fisica
empirica fue casi olvidado. Tuvimos éxito, en particular, en hacer que toda esta ciencia fluyera
desde un principio unico, el principio de minima accion primero enunciado por Maupertuis y luego,
de otra manera por Hamilton, cuya forma matematica es notablemente elegante y condensada.

A través de su intervencion en la AcUstica, la Hidrodinamica, la Optica o la capilaridad, por un
breve tiempo, la Mecanica parecid reinar en todas las areas. Pero tuvo un poco mas de dificultad
para absorber una nueva rama de la ciencia nacida en el siglo XI1X: la Termodindmica. Si bien uno
de los dos principios principales de esta ciencia, el de la conservacion de la energia, puede ser
facilmente interpretado mediante las concepciones de la Mecanica, no ocurre lo mismo con el
segundo, el aumento de entropia. Los trabajos de Clausius y de Boltzmann tratando de establecer
analogias entre cantidades termodindmicas y ciertas cantidades que intervienen en movimientos
periddicos, trabajos que en la actualidad vuelven a estar completamente a la orden del dia, no
lograron establecer un acuerdo completo ente los dos puntos de vista. Pero la admirable teoria
cinética de los gases de Maxwell y Boltzmann y la doctrina mas general conocida como Mecanica
estadistica de Boltzmann y Gibbs mostraron que la dindmica, si se complementa con
consideraciones de probabilidad, permite la interpretacion de nociones fundamentales de
Termodinamica.
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Ya en el siglo XVII, la ciencia de la luz, la Optica, habia atraido la atencion de los
investigadores. Los fendmenos més habituales (propagacion rectilinea, reflexion, refraccion), que
hoy forman nuestra Optica geométrica, fueron naturalmente los primeros conocidos. Varios
estudiosos, en particular, Descartes y Huygens trabajaron para desentrafiar las leyes y Fermat las
resumié mediante un principio sintético que lleva su nombre y que, segin nuestro lenguaje
matematico actual, recuerda, por su forma, el principio de minima acciéon. Huygens se habia
inclinado hacia una teoria ondulatoria de la luz, pero Newton, al percibir en las principales leyes de
la 6ptica geométrica, una analogia profunda con la dindmica del punto material, del cual fue el
creador, desarroll6 una teoria corpuscular de la luz llamada "teoria de la emision” e incluso logro
explicar usando hipdtesis algo artificiales algunos fenémenos ahora clasificados como de Optica
ondulatoria (los anillos de Newton).

A principios del siglo X1IX se produjo una reaccion contra las ideas de Newton a favor de las de
Huygens. Los experimentos de interferencia, el primero de los cuales se debié a Young, fueron
dificiles, si no imposibles, de interpretar desde un punto de vista corpuscular. Fresnel desarrollé su
admirable teoria elastica de la propagacion de las ondas de luz, y desde entonces el crédito de la
concepcion de Newton continu6 disminuyendo constantemente.

Uno de los grandes éxitos de Fresnel fue explicar la propagacion rectilinea de la luz, cuya
interpretacion era intuitiva en la teoria de las emisiones. Cuando dos teorias basadas en ideas que
nos parecen completamente diferentes, explican con la misma elegancia la misma verdad
experimental, uno siempre puede preguntarse si la oposicion de los dos puntos de vista es muy real
0 si solo se debe a la insuficiencia de nuestros esfuerzos de sintesis. Esta pregunta no se hizo en la
era de Fresnel y la nocion de corpusculo de luz se consider6 ingenua y fue abandonada.

El siglo XIX vio el nacimiento de una rama completamente nueva de la fisica, que trajo
inmensos cambios a nuestra vision del mundo y a la industria: la ciencia de la electricidad. No
necesitamos recordar aqui que se formé gracias a los trabajos de Volta, Ampeére, Laplace, Faraday,
etc. Lo uUnico que importa es decir que Maxwell pudo resumir magnificamente en formulas
matematicas los resultados de sus predecesores y mostrar como toda la Optica podria considerarse
como una rama del Electromagnetismo. Los trabajos de Hertz y, ain mas, los de H. A. Lorentz
perfeccionaron la teoria de Maxwell; Lorentz también introdujo la nocion de la discontinuidad de la
electricidad ya desarrollada por J. J. Thomson y tan brillantemente confirmada por la experiencia.
Es cierto que el desarrollo de la teoria electromagnética elimind la realidad el éter elastico de
Fresnel y, por lo tanto, parecia separar la optica del dominio de la Mecanica pero, a fines del siglo
pasado, muchos fisicos que seguian al propio Maxwell todavia esperaban encontrar una explicacion
mecénica del éter electromagnético y, por lo tanto, no solo someter, nuevamente, a la Optica a
explicaciones dinamicas, sino también presentar todos los fendmenos eléctricos y magnéticos al
mismo tiempo.

Por lo tanto, el siglo termind iluminado por la esperanza de una sintesis inminente y completa de
toda la Fisica.
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Il. El siglo XX: La relatividad y los cuantos

Sin embargo, todavia habia algunos defectos en la teoria. Lord Kelvin, en 1900, anunci6 que dos
nubes negras parecian amenazadoras en el horizonte de la Fisica. Una de estas nubes representaba
las dificultades planteadas por el famoso experimento de Michelson y Morley que parecia
incompatible con las ideas entonces aceptadas. La segunda nube representaba el fracaso de los
métodos de la Mecanica Estadistica en el campo de la radiacion del cuerpo negro; el teorema de la
equiparticion de la energia, — una consecuencia rigurosa de la Mecanica estadistica, — conducia
de hecho a una distribucion de energia bien definida, entre las diversas frecuencias de una radiacién
en equilibrio termodindmico; sin embargo, esta ley, — la llamada ley de Rayleigh-Jeans,— estaba
en contradiccion con la experiencia e incluso era casi absurda porque proporcionaba un valor
infinito para la densidad total de energia lo que, obviamente, no tenia significado fisico.

En los primeros afios del siglo XX, las dos nubes de Lord Kelvin se condensaron, — si puedo
decirlo asi, — una en la teoria de la Relatividad y la otra en la teoria de los cuantos. Lorentz y Fitz-
Gerald estudiaron por primera vez las dificultades planteadas por el experimento de Michelson, v,
luego, Albert Einstein las resolvio gracias a un esfuerzo intelectual quizas sin precedentes, esto es lo
que no desarrollaremos aqui, las preguntas han sido planteadas muchas veces en los ultimos afios
por voces mas autorizadas que la nuestra. Por lo tanto, asumiremos que en esta charla se conocen
las conclusiones esenciales de la teoria de la relatividad, al menos en su forma restringida, y la
utilizaremos cuando sea necesario.

Por el contrario, indicaremos rapidamente el desarrollo de la teoria cuantica. La nocion de
"cuanto” fue introducida en la ciencia, en 1900, por el Sr. Max Planck. Este cientifico estudio
tedricamente la cuestion de la radiacion del cuerpo negro y, dado que el equilibrio termodinamico
no debe depender de la naturaleza de los emisores, habia imaginado un emisor muy simple llamado
"resonador de Planck™ constituido por un electron sometido a un enlace casi — elastico y, por lo
tanto, que tiene una frecuencia de vibracion independiente de su energia. Si aplicamos a los
intercambios de energia entre tales resonadores y radiacion las leyes clasicas del Electromagnetismo
y la Mecanica estadistica, encontramos la ley de Rayleigh cuya innegable inexactitud mencionamos
anteriormente. Para evitar esta conclusion y encontrar resultados mas acordes con los hechos
experimentales, el Sr. Planck admitié un extrafio postulado: "Los intercambios de energia entre los
resonadores (o0 la materia) y la radiacion sélo tienen lugar en cantidades finitas iguales a h veces la
frecuencia, siendo h una nueva constante universal en Fisica”. Por lo tanto, cada frecuencia
corresponde a un tipo de "atomo™ de energia, un "cuanto” de energia. Los datos de observacion
proporcionaron al Sr. Planck las bases necesarias para el célculo de la constante h y el valor
encontrado entonces (h = 6,545 x 10%') se mantuvo, por asi decirlo, por las innumerables
determinaciones posteriores realizadas por los mas diversos métodos. Este es uno de los mejores
ejemplos del poder de la Fisica tedrica.

Rapidamente, los cuantos se extendieron como una mancha de aceite y pronto impregnaron
todas las partes de Fisica. Si bien su introduccion elimind ciertas dificultades relacionadas con el
calor especifico de los gases, primero permitié al Sr. Einstein, luego a los Sres. Nernst y Lindemann
y finalmente, en una forma mas perfecta, a los Sres. Debye, Born y von Karman desarrollar una
teoria satisfactoria de los calores especificos de los solidos y explicar por qué la ley de Dulong y
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Petit al deducirla de la Estadistica clasica contiene excepciones importantes y es, como la ley de
Rayleigh, solo un enunciado limite, valido en un dominio determinado.

Los cuantos también entraron en una disciplina donde menos se los esperaba: la teoria de los
gases. En el método de Boltzmann, el valor de la constante aditiva de la expresion de la entropia,
quedaba indefinido. EI Sr. Planck, para explicar el teorema de Nernst y obtener la prediccion exacta
de las constantes quimicas, admitié que los cuantos tenian que estar involucrados y lo hizo de una
forma bastante paradojica, atribuyendo en el espacio de fases un volumen elemental de extensién
finita igual a h®.

El estudio del efecto fotoeléctrico plante6 un nuevo enigma. La expulsién de electrones en
movimiento de la materia bajo la influencia de la radiacion se llama efecto fotoeléctrico. La
experiencia muestra, paraddjicamente, que la energia de los electrones expulsados depende de la
frecuencia de la radiacion excitante y no de su intensidad. En 1905, el Sr. Einstein, dio cuenta de
este extrafio fendmeno al admitir que la radiacion solo puede ser absorbida por cuantos. En
consecuencia, si el electron absorbe la energia hv y si para abandonar la materia debe consumir un
trabajo w su energia cinética final serd hv—w."Esta ley ha sido bien verificada. Con su profunda
intuicion, el Sr. Einstein sinti0 que habia cierta razén para regresar de alguna manera a la
concepcion corpuscular de la luz y expreso la hipotesis de que toda radiacion de frecuencia v se
reparte en "atomos" de energia de valor hv. Esta suposicion de cuantos de luz (lichtquanten), en
oposicion a todos los hechos de la optica ondulatoria, fue considerada demasiado simplista y
rechazada por la mayoria de los fisicos. Mientras que los Sres. Lorentz, Jeans y otros le hicieron
importantes objeciones, el Sr. Einstein replicé mostrando como el estudio de las fluctuaciones en la
radiacion del cuerpo negro tambien conduce a la concepcion de una discontinuidad de la energia
radiante. EI Congreso Internacional de Fisica celebrado en Bruselas en 1911, bajo los auspicios del
Sr. Solvay, estuvo dedicado por completo a la cuestion de los cuantos y despues de este congreso,
Henri Poincaré, — poco antes de su muerte, — publicd una serie de articulos sobre los cuantos, que
muestran la necesidad de aceptar las ideas de Planck.

En 1913 aparecio la teoria del &tomo del Sr. Niels Bohr. Admitio con los Sres. Rutherford y Van
Den Broek, que el atomo esta formado por un nucleo con carga eléctrica positiva rodeado por una
nube de electrones. El nicleo tiene N cargas elementales positivas cada una de 4.77 x 10-10 u. e. s.,
siendo también N el namero de electrones, para que el conjunto sea eléctricamente neutro. N es el
namero atomico, igual al nimero de orden del elemento en la serie periddica de Mendelejeff. Para
poder predecir las frecuencias oOpticas, en particular para el hidrogeno, cuyo a&tomo con un solo
electron es especialmente simple, Bohr hizo dos suposiciones:

1° Entre las infinitas trayectorias que puede describir un electrén que gira alrededor del nucleo,
solo algunas son estables y la condicion de estabilidad involucra la constante de Planck. En el
Capitulo 111, especificaremos la naturaleza de estas condiciones; 2° Cuando un electrén

“Por lo que la frecuencia de la radiacion debe tener un valor minimo (llamada frecuencia umbral) para que el efecto
fotoeléctrico se produzca. (N. del T.)
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intraatdmico pasa de una trayectoria estable a otra, hay emision o absorcién de un cuanto de energia
de frecuencia v. Por lo tanto, la frecuencia emitida o absorbida esté relacionada con la variacion og
de la energia total del &omo por la relacion | 6 | = hv.

Después de diez afios, conocemos cudl ha sido la magnifica fortuna de la teoria de Bohr.
Inmediatamente permitié la prediccion de la serie espectral de hidrégeno y del helio ionizado, el
estudio de los espectros de rayos X y la famosa ley de Moseley que vincula el nimero atémico con
los puntos de referencia espectrales del dominio Réntgen lo que ha extendido considerablemente el
campo de su aplicacion. Los Sres. Sommerfeld, Epstein, Schwarzschild, el propio Bohr y otros
perfeccionaron la teoria, establecieron condiciones de cuantificacion mas generales, explicaron los
efectos Stark y Zeemann, interpretaron los espectros Opticos en detalle, etc. Pero el significado
profundo de los cuantos ha permanecido desconocido. El estudio del efecto fotoeléctrico de los
rayos X por el Sr. Maurice de Broglie, el del efecto fotoeléctrico de los rayos y debido a MM.
Rutherford y Ellis acentuaron cada vez mas el caréacter corpuscular de estas radiaciones, y el cuanto
de energia parecia, cada dia mas, constituir un verdadero a&tomo de luz.

Pero las viejas objeciones contra esta vision permanecieron e, incluso en el campo de los rayos
X, la teoria de las ondulaciones obtuvo un gran éxito: la prediccion de los fendmenos de
interferencia de Laue y los fendmenos de difraccion (trabajos de Debye, W. L Bragg, etc.). Sin
embargo, muy recientemente, la difraccion, a su vez, fue sometida al punto de vista corpuscular por
M. H. A. Compton: sus trabajos tedricos y experimentales mostraron que un electrén que difracta
una radiacion debe experimentar un cierto impulso como en un choque; naturalmente, la energia de
la cantidad de radiacion se reduce y, como resultado, la radiacion difractada tiene una frecuencia
variable que depende de la direccion de la difraccion.

En resumen, parecia oportuno intentar unificar los puntos de vista corpuscular y ondulatorio y
profundizar un poco el verdadero significado de los cuantos. Esto es lo que hemos hecho
recientemente y el objetivo principal de esta tesis es presentar una exposicion mas completa de las
nuevas ideas que hemos propuesto, los éxitos a los que nos han llevado y también las numerosas
lagunas gque contienen.®

MAqui hay algunos libros que tratan cuestiones relacionadas con los cuantos:

J. PERRIN, Les atomes, Alcan, 1913.

H. POINCARE, Derniéies pensées, Flammarion, 1913.

E. Bauer, Recherches sur le rayonnement, Tesis doctoral, 1912.

La théorie du rayonnement et les quanta (ler Congrés Solvay, 1911), publicadopor P. LANGEVIN et M. DE
BROGLIE.

M PLANCK, Theorie der Warmestrahlung, J. -A. Barth, Leipzig, 1921 (4e. édit.).

L. BRILLOUIN, La théorie des quanta et I’atome de Bohr (Conf. informes), 1921.

F. REICHE, Die quantentheorie, J. Springer, Berlin, 1921.

A. SOMMERFELD, La constitution de I’atome et, les rates spectrales. Trad. BELLENOT, A. Blanchard, 1923.

A. LANDE, Vorschritte der quantentheorie, F. Steinhopff, Dresden, 1922.

Atomes et électrons (3¢ Congres Solvay,), Gauthier-Villars, 1923.
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CAPITULOI.
La onda de fase. I.

RELACION ENTRE LOS CUANTOS Y LA RELATIVIDAD.

Una de las més importantes concepciones nuevas introducidas por la relatividad es la de la
inercia de la energia. Segun Einstein, se debe considerar que la energia tiene masa y toda masa
representa energia. La masa y la energia siempre estan relacionadas entre si por la relacion general:

Energia = masa x ¢?

c es la constante llamada "velocidad de la luz" pero que preferimos llamar "velocidad limite de la
energia™ por las razones que se explicaran a continuacion. Como siempre hay proporcionalidad
entre masa y energia, debemos considerar materia y energia como dos términos sinbnimos que
designan la misma realidad fisica.

Primero la teoria atomica y luego la teoria electronica, nos han ensefiado a considerar a la
materia como esencialmente discontinua y esto nos lleva a admitir que todas las formas de energia,
— contrarias a las ideas antiguas sobre la luz, — se concentran por completo en pequefias porciones
del espacio, al menos, condensadas alrededor de ciertos puntos singulares.

El principio de inercia de la energia atribuye a un cuerpo cuya propia masa (es decir, medida por
un observador vinculado a ella) es mo una energia propia moc?. Si el cuerpo estd en movimiento
uniforme con una velocidad v = B¢ en comparacion con un observador que, para simplificar,

mO
J1-P?

resultado bien conocido de Dindmica Relativista y , en consecuencia, su energia sera M€

1-B?
Como la energia cinética se puede definir como el aumento que experimenta la energia de un
cuerpo para el observador fijo cuando pasa del reposo a la velocidad v = ¢, encontramos para su
valor la siguiente expresion:

Ilamaremos "el observador fijo", su masa tendra para este el valor , de acuerdo con un

2
m,C 1
E,, = ————-m,* =m,c?

cin W TBZ_ )

que, naturalmente, para valores muy bajos de 3 conduce a la forma clésica:

Egn = % mev?.
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Recordando esto, busquemos de qué manera podemos involucrar a los cuantos en la dindmica de
la Relatividad. Nos parece que la idea fundamental de la teoria cuantica es la imposibilidad de
considerar una cantidad aislada de energia sin asociarle una determinada frecuencia. Esta conexion
se expresa por lo que llamaré la "relacion cuantica™:

Energia = h x frecuencia
donde h es la constante de Planck.

El desarrollo progresivo de la teoria cuantica ha enfatizado repetidamente la accion mecanica, y
se han hecho muchos intentos para dar a la relacion cuéntica un enunciado que involucre "accion"
en vez de "energia”. Ciertamente, la constante tiene las dimensiones de una accion, a saber, ML2T 2,
y esto no se debe al azar, ya que la teoria de la relatividad nos ensefia a clasificar a la accion entre
los principales "invariantes" de la fisica.® Pero la accién es una magnitud de un cardcter muy
abstracto y, después de numerosos andlisis sobre los cuantos de luz y el efecto fotoeléctrico, nos
Ilevaron a volver a tomar como base el enunciado energético, para luego descubrir por que la accion
cumple un papel tan importante en numerosas cuestiones.

La relacion cuantica podria no tener mucho sentido si la energia se pudiera distribuir
continuamente en el espacio, pero acabamos de ver que probablemente ese no sea el caso. Por lo
tanto, podemos concebir que, como resultado de una gran ley de la Naturaleza, para cada fraccion
de energia de la masa propia mo, se produce un fendmeno periodico de frecuenciavo tal que
tenemos:

hvo = moc?

por supuesto, vo se mide en el sistema vinculado a la pieza de energia. Esta hipdtesis es la base de
nuestro sistema: vale, como todas las hipotesis, lo que valgan las consecuencias que de ella puedan
deducirse. ¢Deberiamos suponer la produccion de un fendmeno periddico ubicado dentro de la
fraccion de energia? Esto no es en absoluto necesario y del parrafo Il resultard, sin duda, que esta
muy extendido en una gran parte del espacio. Ademas, ¢qué debemos entender por el interior de una
fraccion de energia? Para nosotros, el electron es el tipo de pieza aislada que creemos, — quizas
errbneamente, — que mejor conocemos. Ahora, segun las concepciones recibidas, la energia del
electron se dispersa por todo el espacio con una condensacion muy fuerte en una regién de
dimensiones muy pequefias cuyas propiedades son muy poco conocidas por nosotros. Lo que
caracteriza al electron como un dtomo de energia no es el pequefio lugar que ocupa en el espacio,
repito que ocupa por completo, sino el hecho de que es indivisible, que no es subdivisible, porque
forma una unidad®.Habiendo admitido la existencia de una frecuencia vinculada a la pieza de
energia, veamos cOmo esta frecuencia se le manifiesta al observador fijo mencionado anteriormente.
La transformacion en el tiempo de Lorentz — Einstein nos ensefia que un fendémeno periddico
relacionado con el cuerpo en movimiento parece ralentizado para el observador fijo en la

WANN. de Phys., 10° série, t. 111 (Janvier-Février 1925).
@Con respecto a las dificultades que surgen durante la interaccion de varios centros electrificados, ver mas adelante
en el capitulo IV.
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proporcion de 1 a /1-p*, que es la famosa desaceleracion de los relojes. Entonces la frecuencia
observada por el observador fijo serd

m
v, =V, 1-p* = o

h

2

1-p?

2
] . . : m,C
Por otro lado, dado que la energia del mévil para el mismo observador es igual a —=—, la

1-B?
2

m,C .
0 . Las dos frecuencias vi y n

1-p2

son esencialmente diferentes ya que el factor /1—B* no aparece alli de la misma manera.

frecuencia correspondiente segun la relacion cuéntica es v =

o I

Hay una dificultad que me ha intrigado durante mucho tiempo; Logré plantearlo demostrando el
siguiente teorema que llamaré el teorema de la armonia de las fases:

"El fendmeno periddico vinculado al movil y cuya frecuencia es para el observador fijo igual a
1 .
vi=t m,c’/1—B°, aparece constantemente en fase con una onda de frecuencia

1 2

v= h m,C que se propaga en la misma direccion que el movil con la velocidad V = —".

1
J1-P°

La demostracion es muy simple. Suponga que en el tiempo t = 0, hay concordancia de fase entre
el fendmeno periddico vinculado al movil y la onda definida anteriormente. En el tiempo t, el movil
ha recorrido desde el instante del origen, una distancia igual a x = Bct y la fase del fendmeno

m,c?

periodico ha variado en v t = \1-P? ﬁ . La fase de la porcion de onda que cubre el movil ha

variado en:

v( _B_x)=m0c2;[i_ﬁ_x]=mch 1_321
C h Ji-p2\Bc ¢ h Bc

Como anunciamos, el acuerdo de fase permanece.

Es posible darle a este teorema otra prueba de forma similar, pero quizas mas sorprendente. Si to
representa el tiempo para un observador vinculado al mévil (tiempo apropiado del movil), la
transformacion de Lorentz da:

1 ( Bx)
ty=———|t—"~
1-B? c
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El fendmeno periddico que imaginamos esta representado, para el mismo observador, por una
funcidn sinusoidal de voto. Para el observador en una posicion fija, esta representado por la misma

Bx

——) que representa una onda de frecuencia

1
awl

0 que se propaga con la velocidad c/p en la misma direccion que el movil.

J1-P?

Ahora es esencial reflexionar sobre la naturaleza de la onda cuya existencia acabamos de
concebir. EIl hecho de que su velocidad V = c/p necesariamente sea mayor que ¢ (B siempre es
menor que 1, de lo contrario la masa seria infinita o imaginaria), nos muestra que no puede haber
duda de que es una onda que transporta energia. Nuestro teorema nos muestra que representa la
distribucion en el espacio de las fases de un fendémeno; es una "onda de fase".

funcion sinusoidal de la funcion v,

Para aclarar este ultimo punto, expondremos una comparacion mecanica algo grosera, pero que
permite usar la imaginacion. Supongamos una bandeja circular horizontal de radio muy grande; De
esta placa estan suspendidos sistemas idénticos formados por un resorte espiral al que se une un
peso. El nimero de sistemas suspendidos por unidad de area de la bandeja, — su densidad, —
disminuye muy rapidamente a media que se alejan del centro de la bandeja, de modo que hay una
condensacion de los sistemas alrededor de este centro. Todos los sistemas peso-resorte son
idénticos, tienen el mismo periodo y oscilan con la misma amplitud y la misma fase. La superficie
que pasa por los centros de gravedad de todos los pesos sera un plano que se movera hacia arriba y
hacia abajo en un movimiento alternativo. El conjunto asi obtenido presenta una analogia muy
burda con la porcion aislada de energia tal como la concebimos.

La descripcion que acabamos de hacer es adecuada para un observador vinculado a la bandeja
circular. Si otro observador ve que la placa se mueve en un movimiento de traslacion uniforme con
la velocidad v = Bc, cada peso le parecerd que, como un pequefio reloj, experimenta la
desaceleracion de Einstein; Ademas, la bandeja y la distribucién de los sistemas oscilantes ya no
seran isotrépicos alrededor del centro debido a la contraccion de Lorentz. Pero el hecho
fundamental para nosotros (el tercer parrafo nos hard entenderlo mejor), es el desfasaje de los
movimientos de los diferentes pesos. Si en un momento dado de su tiempo, nuestro observador fijo
considera el lugar geométrico de los centros de gravedad de los diversos pesos, se obtiene una
superficie cilindrica en la direccion horizontal, donde las secciones verticales paralelas a la
velocidad de la placa son sinusoides. De acuerdo con el teorema general, eso corresponde al caso
particular previsto para nuestra onda de fase. Esta superficie tiene una velocidad 1 paralela a la
bandeja y la frecuencia de vibracion de un punto fijo de la abscisa que se mantiene constantemente

1
J1-PB?
Con este ejemplo, podemos ver claramente, (y esta es nuestra excusa para haber insistido durante

tanto tiempo) como la onda de fase corresponde al transporte de la fase y de ninguna manera a la de
la energia.

sobre ella, es igual a la frecuencia propia de oscilacion de los resortes multiplicada por
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Los resultados anteriores nos parecen de extrema importancia porque, utilizando una hipétesis
fuertemente sugerida por la misma nocion de cuanto, establecen un vinculo entre el movimiento de
un mavil y la propagacion de una onda y sugieren asi la posibilidad de una sintesis de teorias
antagonicas sobre la naturaleza de la radiacién. Ya podemos notar que la propagacion rectilinea de
la onda de fase esta vinculada al movimiento rectilineo del movil. El principio de Fermat aplicado a
la onda de fase determina la forma de estos rayos, que son lineas rectas, mientras que el principio de
Maupertuis aplicado al mévil determina su trayectoria rectilinea, que es uno de los rayos de la onda.
En el Capitulo I, trataremos de generalizar esta coincidencia.

Ahora debemos demostrar una relacion importante entre la velocidad del mévil y la de la onda
de fase. Si las ondas de frecuencias muy cercanas se propagan en la misma direccion Ox con
velocidades V que llamaremos velocidades de propagacion de la fase, estas ondas daran por su
superposicion de los fendbmenos de vibracion si la velocidad V varia con la frecuencia v. Estos
fendmenos han sido estudiados, en particular, por Lord Rayleigh en el caso de los medios
dispersivos.

Considere dos ondas de frecuencias vecinasvy v' = v+3dvy de velocidades Vy V' =V +
(:I—V+8v, cuya superposicion se traduce analiticamente por la ecuacion siguiente, obtenida al
\%

despreciar el segundo nimero dv delante de v:

. vX ) V' X . VX
sin2wf vt——+0 [+SIN27| Vi——+0¢' |=2SIN27 vt ——+
( Y “’) ( % ‘P) ( Y "’)

A%
dl —
(V]dv .

=COS 2T E’t— X—=
dv

Por lo tanto, tenemos una onda sinusoidal resultante cuya amplitud se modula a la frecuencia dv
porque el signo del coseno importa poco. Este es un resultado bien conocido. Si designamos por U
la velocidad de propagacion de la vibracion, o la velocidad del grupo de ondas, encontramos:

U dv
Volvamos a las ondas de fase. Si asignamos al movil una velocidad v = ¢ si bien no le damos a
B un valor definido, todo queda determinado, al requerir que la velocidad v solo quede determinada

por valores comprendidos entre B y B + dp; Las frecuencias de las ondas correspondientes
comprenden un pequefio intervalo v, v + dv.

Estableceremos el siguiente teorema que nos sera Util mas adelante. "La velocidad del grupo de
ondas de fase es igual a la velocidad del mdvil'. De hecho, esta velocidad de grupo esta
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determinada por la formula dada anteriormente en la que V y v pueden considerarse como una
funcién de B ya que tenemos:

Que podemos escribir

Por lo tanto
U=Bc=v

La velocidad del grupo de las ondas de fase es, practicamente, igual a la velocidad del movil.
Este resultado requiere una observacion: en la teoria ondulatoria de la dispersion, si exceptuamos
las zonas de absorcion, la velocidad de la energia es igual a la velocidad del grupo®. Aqui, aunque
desde un punto de vista muy diferente, encontramos un resultado similar, porque la velocidad del
mavil no es otra que la velocidad del movimiento de la energia.

I1l. - LAONDA DE FASE EN EL ESPACIO-TIEMPO

Minkowski fue el primero en mostrar que se obtiene una representacion geométrica simple de
las relaciones entre espacio y tiempo introducidas por Einstein al considerar una multiplicidad

@ Ver, por ejemplo, LEONBRILLOUIN, La théorie des quanta et I'atome de Bohr, Capitulo I.
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euclidiana de 4 dimensiones llamada Universo o Espacio-tiempo. Para esto, se necesitan 3 ejes de
coordenadas espaciales rectangulares y un cuarto eje normal a los tres primeros, en los que se
trazaron los tiempos multiplicados por c. Hoy estamos mas dispuestos a representar la cantidad real
ct, en el cuarto eje, pero luego, los planos que pasan por este eje y son normales al espacio, tienen
una geometria hiperbélica pseudo-euclidiana cuya invariante fundamental es c2dt>—dx?—dy?—dz>.

ct ct'

Figura .

Consideremos, por lo tanto, el espacio-tiempo relacionado con los 4 ejes rectangulares del llamado
observador "fijo". Tomaremos la trayectoria rectilinea del movil como el eje x y representaremos en
nuestro papel el plano Otx que contiene el eje del tiempo y dicha trayectoria. En estas condiciones,
la linea universal del movil esta representada por una linea inclinada por menos de 45° en el eje del
tiempo; Esta linea es también el eje del tiempo para el observador vinculado al movil.
Representamos en nuestra figura los 2 ejes de tiempo que se cruzan en el origen, lo que no restringe
la generalidad.

Si la velocidad del objeto en movimiento para el observador fijo es Bc, la pendiente de Ot' tiene el
valor 1/B. La linea Ox', que se traza en el plano tOx del espacio del observador implicado en el
tiempo O, es simétrica de Ot' con respecto a la bisectriz OD; es facil demostrarlo analiticamente
mediante la transformacién de Lorentz, pero esto resulta inmediatamente del hecho de que la
velocidad limite de la energia c tiene el mismo valor para todos los sistemas de referencia. La
pendiente de Ox' es, por lo tanto, . Si el espacio que rodea el movil es el asiento de un fendbmeno
periddico, el estado del espacio sera el mismo para el observador implicado cada vez que
1_

—O0A= EHJ sea igual a el periodo apropiado To = 1/vo = h/moc? del fendmeno.
c c

Por lo tanto, las lineas paralelas a Ox' son las huellas de estos "espacios equifasicos" del
observador ubicado en el plano xOt. Los puntos...a’, O, a ... representan la proyeccidén sus
intersecciones con el espacio del observador fijo en el tiempo 0; Estas intersecciones de 2 espacios
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tridimensionales son superficies bidimensionales e incluso planos porque todos los espacios
considerados aqui son euclidianos. Cuando transcurre el tiempo para el observador fijo, la seccién
del espacio-tiempo que, para €l, es un espacio, esta representada por una linea paralela a Ox que se
mueve con un movimiento uniforme hacia los valores de t crecientes. Es facil ver que los planos
equifases ...a’, O, a ... se mueven en el espacio del observador fijo con una velocidad c¢/p. De hecho,

si la linea Ox1 en la figura representa el espacio del observador fijo en el tiempo t = 1, tenemos aa
o= C. La fase que para t = 0, estaba en a, ahora esta en ai; en consecuencia, para el observador fijo,
se movid en su espacio en una longitud apai en la direccion de Ox durante la unidad de tiempo. Por
lo tanto, podemos decir que su velocidad es:

V =a,3, = aaoctg(ch)x') =

|0

ct’

cmamm ——

Fig. =.

El conjunto de planos equifase constituye lo que hemos Illamado la onda de fase. Queda por
examinar la cuestion de las frecuencias. Vamos a rehacer una pequefia figura simplificada. Las
lineas 1 y 2 representan dos espacios sucesivos de la equifase del observador vinculado. Como

hemos dicho AB es igual a ¢ veces el periodo propio T, = 5

m,C

AC, la proyeccion de AB sobre el eje Ot es igual a

Esto resulta de una simple aplicacién de relaciones trigonométricas; sin embargo, notaremos que
al aplicar trigonometria a las figuras del plano xOt, siempre se debe tener en cuenta la anisotropia
peculiar de este plano. El triangulo ABC nos da:
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- R -2 - A
AB = AC -CB - ACZ(l—tgz CAB)

La frecuencia 1/T1 es la que el fendmeno periddico parece tener para el observador fijo que
sigue su movimiento con los ojos. Ella es:

2

m,C
v, =V 1-P° = :] 1-p*

Para el observador fijo, el periodo de las ondas en un punto en el espacio no esta dado por 1/c
AC, sino por 1/c AD . A continuacion, lo calcularemos.

En el tridngulo pequefio BCD, encontramos la relacion

318
Ol @

=%de donde DC = BCB =p2AB

Pero AD=AC -DC = AC

—

1—B2). Por lo tanto, el nuevo periodo T seré igual a:

T= % AC(L-B?)=T, y1-B?

y la frecuencia v de las ondas se expresa mediante:

2
v, _ mg

J1-B7 1-p?

1
Vv=—=
T

Por lo tanto, encontramos todos los resultados obtenidos analiticamente en el primer parrafo,
pero ahora podemos ver mejor como se relacionan con la concepcion general del espacio-tiempo y
por qué el cambio de fase de los movimientos periodicos que tiene lugar en diferentes puntos del
espacio, depende de coémo se define la simultaneidad por la teoria de la relatividad.

CAPITULO II.
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Principio de Maupertuis y Principio de Fermat.

Objeto de este Capitulo.

I.- OBJETO DE ESTE CAPITULO.

En este Capitulo, queremos tratar de generalizar los resultados del Capitulo | para el caso de un
movil cuyo movimiento no es rectilineo y uniforme. EI movimiento variado supone la existencia de
un campo de fuerzas al que esta sujeto el mdvil. En el estado actual de nuestro conocimiento, parece
haber solo dos tipos de campos, campos gravitacionales y campos electromagnéticos. La teoria de la
relatividad generalizada interpreta el campo gravitacional como debido a una curvatura del espacio-
tiempo. En esta tesis, sistematicamente dejaremos de lado todo lo relacionado con la gravitacion,
incluso si eso significa volver a hacerlo en otro trabajo. Por lo tanto, en este momento, para
nosotros, un campo de fuerzas sera un campo electromagnético y la dinamica del movimiento
variado serd el estudio del movimiento de un cuerpo que lleva una carga eléctrica en un campo
electromagneético.

Debemos esperar encontrar grandes dificultades en este capitulo, porque la teoria de la
relatividad, una guia muy segura cuando se trata de movimientos uniformes, todavia es bastante
dubitativa en sus conclusiones sobre los movimientos no uniformes. Durante la reciente estadia del
Sr. Einstein en Paris, el Sr. Painlevé planted interesantes objeciones a la teoria de la Relatividad;
Langevin pudo descartarlas facilmente porque todas implicaban aceleraciones, mientras que la
transformacion de Lorentz-Einstein se aplica solamente a movimientos uniformes. Los argumentos
del famoso matematico han demostrado, una vez mas, que la aplicacion de las ideas de Einstein se
vuelve muy delicada desde el momento en que tratamos con aceleraciones y, en esto, son muy
instructivas. EI método que nos permitié estudiar la onda de fase en el Capitulo 1 ya no sera de
ayuda aqui.

Si aplicamos nuestras concepciones, la onda de fase que acompafia al movimiento de un movil,
tiene propiedades que dependen de la naturaleza de este movil ya que su frecuencia, por ejemplo,
estd determinada por la energia total. Por lo tanto, parece natural suponer que, si un campo de
fuerza actuia sobre el movimiento de un movil, también actuara sobre la propagacién de su onda de
fase. Desde el comienzo de mi investigacion sobre este tema, guiado por la idea de una identidad
profunda del principio de minima accién de Fermat, para un valor dado de la energia total del movil
y segun la frecuencia de su onda de fase, fui llevado a admitir que las trayectorias dindmicamente
posibles del movil coinciden con las de la onda de fase. Esto me llevd a un resultado muy
satisfactorio que se expondra en el capitulo Ill, a saber, la interpretacién de las condiciones de
estabilidad intraatdmica establecidas por Bohr. Desgraciadamente, se necesitaban suposiciones
bastante arbitrarias sobre el valor de las velocidades de propagacion de la onda de fase V en cada
punto del campo. Por ello, vamos a utilizar aqui un método que nos parece mucho mas general y
mas satisfactorio. Estudiaremos, por un lado, el principio mecanico de la minima accién en sus
formas hamiltoniana y maupertuisiana en la dindmica clasica y en la relatividad y, por otro lado,
desde un punto de vista muy general, la propagacion de ondas y el principio de Fermat. Luego esto
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nos llevara a disefiar una sintesis de estos dos estudios, una sintesis sobre la cual podemos discutir,
pero cuya elegancia teorica es indiscutible. Al mismo tiempo, obtendremos la solucién del problema
planteado.

I1. LOS DOS PRINCIPIOS DE MINIMAACCION EN LA DINAMICA CLASICA

En la dindmica clésica, el principio de minima accion en su forma hamiltoniana se establece de
la siguiente manera:

t
"Las ecuaciones de dinamica pueden deducirse del hecho de que la integral J‘Ldt tomada entre

t
los limites fijos de tiempo para valores iniciales y finales dados de los pardmetros gi que determinan
el estado del sistema, tiene un valor estacionario”. Por definicion, A se llama funcion de Lagrange y

se supone que depende de las variables qi y ¢, = z—? Entonces tenemos:

SI Ldt =

Mediante un método conocido de calculo de variaciones, deducimos las llamadas ecuaciones de

Lagrange:
dfaL)_au
dt{ag, ) o

en namero igual al de las variables g;.
Queda por definir la funcién A. La dinamica clasica plantea:

I‘=Ecin_E

pot

L es la diferencia en energias cinéticas y potenciales. Mas adelante veremos que la dinamica
relativista usa un valor diferente de L.

Ahora pasemos a la forma maupertuisiana del principio de minima accién. Para esto, notemos
primero que las ecuaciones de Lagrange en la forma general dada anteriormente, admiten una
primera integral llamada "energia del sistema™ e igual a:

W = L+Z§:q
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Siempre que la funcién L no dependa explicitamente del tiempo, lo que siempre asumiremos a
continuacion. Entonces tenemos:

dﬂ—_ iq_ iq.-i- iq.+ ia_l_q
it 4&wdq, ' &g, ' L=l " Addtoq,

g 42)- 2
= | dt\ &q, ) oq,
Cantidad igual a cero segun las ecuaciones de Lagrange. Entonces:

W = Constante

Ahora aplicando el principio hamiltoniano a todas las "diversas™ trayectorias que conducen
desde el estado inicial dado A al estado final dado B y que corresponden a un valor determinado de
la energia W'y, dado que W, t1 y t> son constantes, podemos escribir:

Srlz_dt=8‘r<L+W)dt=0
t, t,

o también

N B 6L
sl Leg=sf S %Lq-0
L Z:aqi a .[AZaqi a

La ultima integral se extiende a todos los valores de g; comprendidos entre aquellos que definen los
estados Ay B, de modo que se elimine el tiempo. Por lo tanto, en la nueva forma obtenida, ya no
hay ninguna necesidad de imponer restricciones relacionadas con los limites del tiempo. Por otro
lado, las diversas trayectorias deben todas corresponder al mismo valor W de energia.

Expresemos ahora las ecuaciones candnicas mediante la notacion clasica: pi = oL/oq;. Las pi son los
momentos conjugados de las variables gi. El Principio de Maupertuis se escribe:

B
SJA Z p,dg; =0
AT

En la Dinamica clasica donde L= Ecin — Epot, Epot, 1a energia potencial es independiente de las ¢; y la
energia cinética es una funcion cuadratica homogénea. En virtud del teorema de Euler:

Z pidqi = Z p|dq| = 2Ecind.t
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Para el punto material, Ecn = Y>mv? y el Principio de minima accién toma la forma mas
antiguamente conocida:
B
SI mvdl =0
A

Donde dl es un elemento de la trayectoria.

111. LOS DOS PRINCIPIOS DE MINIMAACCION EN LA DINAMICA ELECTRONICA.

Ahora abordaremos la cuestion de la dindamica del electron desde un punto de vista relativista. La
palabra "electron" debe tomarse aqui en el sentido general de un punto material que lleva una carga
eléctrica. Asumiremos que el electron colocado fuera de cualquier campo tiene una masa propia mo;
su carga eléctrica sera designada por e. Naturalmente, la funcidn a integrar debe ser invariante.

Sea esa integral:

Q _ Q )
J.(— moc—ecpiu')is =I(— m,C —eqp, Ju'ds
=] P

El principio de Hamilton establece que, si la linea universal de un mévil pasa a través de P y de
Q, tiene una forma tal que la integral definida anteriormente tiene un valor estacionario.

Definamos un tercer vector del Universo por la relacion:
J,=myu, —eo; (i=1,2,3,4..)
Més abajo, le daremos un poco mas de significado fisico al vector J del universo.

Por ahora, volvamos a la forma habitual de las ecuaciones dindmicas, reemplazando en la

primera forma de la accion integral ds por cdt/1—B* . Asi obtenemos:

SII— m,c*y/1—B* —eco, — e((plvX +Q,V, + (psvz)]jt =0
4

t1 y t2 corresponden a los puntos P y Q del espacio-tiempo.

Si hay un campo puramente electrostatico, las cantidades i, @2,¢350n cero y la funcion de
Lagrange toma la forma que se usa con frecuencia:

L=m,c’\1-B* —e¥
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t;
En todos los casos, el principio de Hamilton toma siempre la forma SJ‘Ldt=O, y siempre
tl

conduce a las ecuaciones de Lagrange:

fEHE) e
dtiag ) \oq,

En todos los casos donde los potenciales no dependen del tiempo, encontramos la conservacion
de energia:

W=+ pa,=Cte.p, =aa_(;-__’ (i=1,23)

Siguiendo exactamente el mismo razonamiento que el anterior, obtenemos el principio de

Maupertuis:
B
SJA Z p,dg, =0
AT

Ay B son los dos puntos del espacio que corresponden al sistema de referencia utilizado para los
puntos Py Q del espacio-tiempo.

Las cantidades pip2ps iguales a las derivadas parciales de la funcion con respecto a las
velocidades correspondientes se pueden usar para definir un vector que llamaremos el "vector
momento”.

Si no hay campo magnético (ya sea que exista 0 no un campo eléctrico), los componentes
rectangulares de este vector son:

mOVz

X! p = ) pZ =
l_BZ y 1_[32 y }1_[_}2

Ya no hay ninguna identidad entre el vector y la cantidad de movimiento. Como resultado, la
expresion de la integral de la accion se vuelve mas complicada.

+ea

7

Consideremos un movil colocado en un campo y cuya energia total estd dada. En cualquier
punto del campo que el mévil pueda alcanzar, su velocidad viene dada por la ecuacion de energia,
pero a priori la direccion puede ser arbitraria.

Las expresiones de px, py Y p: muestran que en un punto en un campo electrostético, el vector
momento tiene la misma magnitud, sea cual sea la direccidn prevista. En cambio, no es lo mismo si
hay un campo magnético: el tamafio del vector dependera del angulo entre la direccion elegida y el
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potencial del vector como vemos formando la expresion p.® + p,? + p;. Este comentario nos sera
atil més adelante.

Para concluir este parrafo, volveremos al significado fisico del vector del universo J del que
depende la integral hamiltoniana. Lo definimos por la expresion:

Ji =MoCui + eQi (i=1,23,4)

Usando los valores ui y @i encontramos:

w
J1=_px’ J2=—py, J3=—pz, J4=?.
Las componentes contravariantes seran:
Ji=p,, J*=p, I’=p, 3=
c

Por lo tanto, estamos tratando con el famoso vector "Impulso del universo™ que sintetiza energia
y cantidad de movimiento.

De:

Q
SIJidx‘ =0(i=1234)

P

podemos concluir inmediatamente, si Js es constante:

B
SIJidx‘ =0(=1,273)

A

Esta es la forma mas condensada de pasar de uno de los enunciados de accién estacionaria a la
otra.

IV.— PROPAGACION DE LAS ONDAS. PRINCIPIO DE FERMAT

Vamos a estudiar la propagacion de la fase de un fendmeno sinusoidal mediante un método
paralelo al de los ultimos dos parrafos. Para eso, emplearemos un punto de vista muy general y
nuevamente, tendremos que considerar el espacio-tiempo.

Consideremos la funcion sen ¢ en la que se supone que el diferencial depende de las variables x'
del espacio y el tiempo. En el espacio-tiempo hay infinitas lineas del Universo a lo largo de las
cuales la funcion es constante.
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La teoria de las ondulaciones, como resulta en particular de los trabajos de Huygens y Fresnel,
nos ensefia a distinguir entre estas lineas a algunas de ellas cuyas proyecciones en el espacio de un
observador son para él los "rayos" en sentido habitual de la Optica.

Sean, como antes, Py Q dos puntos en el espacio-tiempo. Si un rayo del Universo pasa por estos
dos puntos, ¢cudl serd la ley que determinara su forma?

Q

Consideraremos la integral curvilineajd¢ y tomemos como principio al rayo del Universo
P

Q
Sj‘d(p=0
P

De hecho, la integral debe ser estacionaria. De lo contrario, las perturbaciones que se hayan
producido en un cierto punto del espacio, debidas a la concordancia de fase en dicho punto y luego
se crucen en otro punto después de haber seguido caminos ligeramente diferentes, tendrian
diferentes fases en ese nuevo punto.

expresado en forma hamiltoniana:

La fase alli es invariante; Si es asi, podemos expresar:
do = 2x(0,dx* + 0,dx? + 0,dx® + 0,dx* ) = 210, dx’

las cantidades Oi, generalmente son funciones de x;j y serdn los componentes covariantes de un
vector del Universo, el vector Onda del Universo. Si | es la direccion del rayo en el sentido
ordinario, esto, generalmente, nos lleva a considerar para de la forma:

v
de =2n) vdt——dI
? n(v v )

v es la frecuencia y V la velocidad de propagacion. Por lo tanto, podemos escribir

Ol=—\%cos(x,l), Og=—\%cos(y,l). 03=—\%cos(z,l), 04=§,

Por lo tanto, el vector onda del universo se descompone en un componente del tiempo proporcional
a la frecuencia y en un vector espacial transportado en la direccién de propagacion y que tiene la
longitud v/V. Llamaremos "niimero de ondas" del vector porque es igual a la inversa de la longitud
de onda. Si la frecuencia v es constante, nos permite pasar de la forma hamiltoniana:

Q -
SIOidx' =0
P

a la forma Maupertuisiana:
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B
SI 0,dx* +0,dx* +0,dx* =0

A

Donde Ay B son los puntos del espacio correspondientes a P y Q. Reemplazando O1, Oz, Oz por sus
valores, se obtiene:

vl
\%

) 0

A

Este enunciado maupertuisiano constituye el principio de Fermat. Al igual que en el parrafo
anterior, fue suficiente para encontrar la energia total de un movil cuya trayectoria pasa a través de
dos puntos dados conociendo la distribucion del vector en el campo, asi como para conocer el
comportamiento de una onda de frecuencia conocida que pasa por dos puntos dados, es suficiente
conocer la distribucion en el espacio del vector del nimero de onda que determina en cada punto y
para cada direccion la velocidad de propagacion.

V.- AMPLIACION DE LA RELACION CUANTICA.

Hemos llegado al punto culminante de este capitulo. Desde el principio, hicimos la siguiente
pregunta: "Cuando un movil se mueve en un campo de fuerza de un movimiento variado, ¢como se
propaga su onda de fase?" En lugar de intentar por ensayo y error, como hice primero, determinar la
velocidad de propagacion en cada punto y para cada direccion, haré una extension de la relacion
cuantica un poco hipotética tal vez, pero cuyo profundo acuerdo con el espiritu de la teoria de la
relatividad es indiscutible.

Se nos ha pedido constantemente que establezcamos hv = w, siendo w la energia total del movil
y v la frecuencia de su onda de fase. Por otro lado, los parrafos anteriores nos han ensefiado a
definir dos vectores del Universo J y O que cumplen roles perfectamente simétricos en el estudio
del movimiento de un movil y en el de la propagacion de una onda.

Al hacer intervenir estos vectores, la relacion hv = w se escribe:

El hecho de que dos vectores tengan un componente igual no prueba que sea el mismo para los
demas. Sin embargo, para una generalizacion muy indicada pondremos:

oi=%Ji(i:1, 2,3, 4)

La variacion de relativa a una porcion infinitamente pequefia de la onda de fase tiene el valor:
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de = 2n0,dx' = 2rn\]idxi

Por lo tanto, el Principio de Fermat se convierte en:

B B
SJ. ZJidx‘ =8‘|. Zpidxi =0
A 1 A 1

Entonces Ilegamos al siguiente enunciado:

"El principio de Fermat aplicado a la onda de fase es idéntico al principio de Maupertuis
aplicado al movil; Las trayectorias dinamicamente posibles del mévil son idénticas a las posibles
trayectorias de la onda."”

"Creemos que esta idea de una relacion profunda entre los dos principios principales de la Optica
geométrica y la dinamica podria ser una guia preciosa para la sintesis de ondas y cuantos."

La suposicion de la proporcionalidad de los vectores J y O es una especie de extension de la
relacion cuéntica cuyo enunciado actual es manifiestamente insuficiente ya que implica energia sin
hablar de su inseparable compafiia de la cantidad de movimiento. El nuevo enunciado es mucho
mas satisfactorio porque se expresa mediante la igualdad entre dos vectores del Universo.

IV. CASOS PARTICULARES; DISCUSIONES.

Los conceptos generales del parrafo anterior ahora deben aplicarse a casos particulares para
aclarar su significado.

a) Consideremos primero el movimiento rectilineo y uniforme de un cuerpo libre. Las hipotesis
formuladas al comienzo del Capitulo 1 nos han permitido, gracias al principio de la relatividad
especial, estudiar completamente este caso. Veamos si podemos encontrar el valor esperado para la
velocidad de propagacion de la onda de fase:

v="<
p
Aqui tenemos que poner
W  myc?
Vv=—=
h  hy1-p?
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2 2.2
lzpidqizlmoﬁc got mee o vl
h 1 h 1-p° h 1-pB* \%

por lo tanto, V = c¢/B. Hemos dado una interpretacion de este resultado desde el punto de vista del
espacio-tiempo.

b) Consideremos un electrén en un campo electrostatico (atomo de Bohr). Debemos suponer que
la onda de fase tiene una frecuencia v igual al cociente entre la energia total del mévil y h, es decir:

2
M,C

1-p?

W =

+ey=hv

Si el campo magnético es nulo tendremos, simplemente:

3
1}: 1 m,Bc \Y
— p,dg, =— dl =—dlI,
h - h /1_[32 Vv

de donde
m,c?
1 TV ey/1— B2
V= B _Clq,tY 2B
myBc m,C
1-p°
c ey c W

= (1+ ]=—
B\ W-ey) BW-ey

Este resultado requiere varios comentarios. Desde un punto de vista fisico, significa que la onda de
fase de frecuencia v =W/h se propaga en el campo electrostatico, de un punto a otro, con una
velocidad variable segun el valor del potencial. La velocidad V depende de hecho de W'y de .
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Fig. 3.

Ademas, se observara que V es una funcién de la masa y de la carga del mévil. Esto puede sonar
extrafio, pero en realidad es menos de lo que parece. Consideremos un electrén cuyo centro C se
mueve con la velocidad v; En el disefio clasico, en un punto P, cuyas coordenadas en un sistema
vinculado al electron son conocidas, existe una cierta energia electromagnética que de alguna
manera forma parte del electrén. Supongamos que después de haber cruzado una region R donde
reina un campo electromagnético mas o menos complejo, el electron se mueve a la misma velocidad
v pero en otra direccion.

El punto P del sistema vinculado al electrén cambio a P' y podriamos decir que la energia que el
movil tenia originalmente en P fue transportada a P'. El desplazamiento de esta energia, incluso si
conocemos los campos predominantes en R, solo puede calcularse si se dan la masa y la carga del
electron. Esta conclusion indiscutible, por un momento puede parecer extrafia porque tenemos la
costumbre de considerar a la masa y a la carga (asi como a la cantidad de movimiento y a la
energia) como cantidades relacionadas con el centro del electron. Del mismo modo, para la onda de
fase que, en nuestra opinion, debe considerarse como una parte constituyente del electron, la
propagacion en un campo debe depender de la carga y la masa.

Mientras tanto, recordemos los resultados obtenidos en el capitulo anterior en el caso del
movimiento uniforme. Ellos nos llevaron a considerar a la onda de fase como debida a las
intersecciones en el espacio actual del observador fijo con los espacios pasado, presente y futuro del
observador en movimiento. Aqui, nuevamente podriamos sentirnos tentados a encontrar el valor de
V dado anteriormente, al estudiar las sucesivas "fases" del movil y al especificar el desplazamiento
para el observador fijo de las secciones por su espacio de los estados equifasicos.
Desgraciadamente, aqui nos enfrentamos con grandes dificultades. La relatividad no nos ensefia,
realmente, como un observador en movimiento no uniforme particiona su espacio en todo momento
en el espacio-tiempo; no parece que haya muchas razones para que esa distribucion sea como en el
movimiento uniforme. Pero, aunque esta dificultad se resolviera, seguiriamos estando en problemas.
De hecho, un cuerpo en movimiento uniforme debe ser descrito de la misma manera por el
observador vinculado a él, cualquiera sea la velocidad del movimiento uniforme respecto a los ejes
de referencia; Esto resulta del principio de que los ejes galileanos que tienen movimientos de
traslacion uniformes entre si son equivalentes. Por lo tanto, para un observador ligado a nuestro
cuerpo en movimiento uniforme vinculado a un fendmeno periédico que tiene en todas partes la
misma fase, la relacién entre el cuerpo en movimiento y ese fendmeno periédico debe ser la misma
para todas las velocidades del movimiento uniforme y esto es lo que justifica nuestro método del
capitulo uno. Pero si el movimiento no es uniforme, la descripcién del movimiento realizada por el
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observador vinculado al movil puede no ser la misma y ya no sabremos, en absoluto, cémo definir
el fenémeno periodico y si le atribuird la misma fase en cualquier parte del espacio.

Quizés podriamos revertir el problema, admitiendo los resultados obtenidos en este capitulo por
consideraciones completamente diferentes y tratando de deducir de qué manera la teoria de la
relatividad debe considerar estas cuestiones de movimiento variado para llegar a las mismas
conclusiones. Pero aqui no podemos abordar este dificil problema.

c) Tomemos el caso general de un electrén en un campo electromagnético. Todavia tendremos:

m,c’

N

Ademas, mas arriba mostramos que teniamos que poner:

hv=W =

LU\,

P,
J1-p?

ax, ay, 8z son los componentes del vector potencial.

X !

Por lo tanto:

2 ilmOBC 1+2ad =Y
h fi-pp TV

Asi encontramos

o = B2 Y oow o1
m"BCZ+eaI Bw-ey ; &
1-B

G es la cantidad de movimiento y aj es toda la proyeccion del vector potencial en la direccion .

El medio en cada punto ya no es isotropico. La velocidad V varia con la direccion considerada y
la velocidad vV del movil no tiene la misma direccidon que la normal a la onda de fase definida por el

vector p= hv.

La direccion ya no coincide con la normal a la onda, una conclusion clasica de la optica de los
medios anisotropos. Uno puede preguntarse qué pasa con el teorema sobre la igualdad de la
velocidad v = B¢ del mévil y la velocidad del grupo de las ondas de fase.
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Primero, tenga en cuenta que la velocidad V de la fase a lo largo de la direccion esta definida por

la relacion:
1% 1% dq’'
i q \%
= da' == —dl =—dI
hz:p'q hz:p'm \Yj

vIV no es igual a p/h porque aqui dl y p no tienen la misma direccion.

Sin anular la generalidad, podemos tomar para el eje x la direccidén del movimiento del mévil en

el punto considerado y llamar a px la proyeccion del vector p en esta direccion. Luego tenemos la
ecuacion de definicion:

1

S=p
vV h'

La primera de las ecuaciones canonicas forma la igualdad

(;_(tqzvzﬁczgﬂ: ohv
px a(hv)
Vv

U es la velocidad del grupo a lo largo de esa direccion.

=U

En resumen, el resultado general deriva directamente de las ecuaciones del primer grupo de
Hamilton.
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CAPITULO 111
Condiciones cuénticas de estabilidad de las trayectorias.

1. - CONDICIONES DE ESTABILIDAD DE BOHR-SOMMERFELD.

En su teoria del &tomo, Bohr primero plante6 la idea de que, entre las trayectorias cerradas que
un electrén puede describir alrededor de un centro de carga positiva, s6lo algunas son estables,
mientras que otras son de naturaleza impracticable o al menos tan inestables que no hay necesidad
de tenerlas en cuenta. Limitdndose a las trayectorias circulares que implican un solo grado de
libertad, el Sr. Bohr enunci6 la siguiente condicién: "Solo las trayectorias circulares para las cuales
el momento es un multiplo entero de h/2r son estables, siendo h la constante de Planck". Esto se
expresa:

m,®R?* = n
21

o también

27
I Ped6 = nh
0

Siendo 6 el azimut elegido como la coordenada g de Lagrange y po el momento correspondiente.

Sommerfeld y Wilson, para extender esta afirmacion a los casos en que intervienen varios grados
de libertad, han demostrado que generalmente es posible elegir las coordenadas q;, de modo que las
condiciones de cuantificacion de las Orbitas sean:

i p.dg, =n.h, (njenteros)

el signof indica una integral extendida a todo el rango de variacion de la coordenada.

En 1917, Einstein dio a la condicion de cuantificacion una forma invariable en relacién con los
cambios de coordenadas®. La indicaremos para el caso de trayectorias cerradas, entonces ella es
como sigue:

@) Zum quantensatz von Sommerfeld und Epstein (Ber. Der deutschen. Phys. Ges., 1917, p. 82).
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3
§ 2 pidg, =nh,  (nenteros)
1

La integral se extiende a lo largo de toda la trayectoria. Reconocemos la integral como de la accion
maupertuisiana, cuyo papel se vuelve fundamental en la teoria de los cuantos. Esta integral no
depende de la eleccion de las coordenadas espaciales segun una propiedad conocida que exprese, en
forma resumida, el caracter covariante de los componentes p; del vector momentum. Ella se define
mediante el método clasico de Jacobi como una integral completa de la ecuacion en derivadas
parciales:

H[é,qi)=w (=1,2,....9)
oq;

La integral completa contiene f constantes arbitrarias de las cuales una es la energia W. Si solo hay
un grado de libertad, la relacion de Einstein fija la energia W; Si hay méas de un grado de libertad (y
en el caso habitual mas importante, el del movimiento del electron en el campo intraatdmico, hay a
priori 3), s6lo obtenemos una relacion entre W y el nimero entero n; Esto es lo que sucede con las
elipses keplerianas si despreciamos la variacion de la masa con la velocidad. Pero si el movimiento
es cuasi periodico, que tiene lugar siempre debido a la variacion mencionada anteriormente, es
posible, ademas, encontrar coordenadas que oscilan entre valores limite (libraciones) y existe una
infinidad de pseudoperiodos aproximadamente iguales a multiplos enteros de periodos de libracién.
Al final de cada uno de estos pseudoperiodos, el movil vuelve a un estado tan cercano al estado
inicial como se desea. La ecuacion de Einstein aplicada a cada uno de estos pseudoperiodos
conduce a una infinidad de condiciones que son compatibles solo si se verifican las multiples
condiciones de Sommerfeld; siendo el nimero de estas igual al de los grados de libertad, todas las
constantes son fijas y ya no hay ninguna indeterminacion.

Para el célculo de las integrales de Sommerfeld, hemos utilizado con éxito la ecuacion de Jacobi
y el teorema de los residuos, asi como el disefio de variables angulares. Estas preguntas han sido
objeto de numerosos trabajos durante algunos afios y se resumen en el hermoso libro de M.
Sommerfeld Atombau und Spectrallinien (edicién francesa, traduccion de Bellenot, Blanchard
éditeur, 1923). No nos detendremos aqui y nos limitaremos a sefialar que, al final, el problema de la
cuantificacion se reduce en principio a la condicién de Einstein para las Orbitas cerradas. Si
logramos interpretar esta condicion, al mismo tiempo arrojaremos luz sobre toda la cuestion de las
trayectorias estables.

Il. - INTERPRETACION DE LA CONDICION DE EINSTEIN

La nocién de onda de fase nos permitira proporcionar una explicacion de la condicion de
Einstein. De las consideraciones del Capitulo 11 se deduce que la trayectoria del mévil es una de las
trayectorias de su onda de fase, debe correr a lo largo de esa trayectoria con una frecuencia
constante (ya que la energia total es constante) y una velocidad variable que hemos aprendido a
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calcular el valor. Por lo tanto, la propagacion es analoga a la de una onda liquida en un canal
cerrado sobre si mismo y de profundidad variable. Es fisicamente evidente que, para tener un
régimen estable, la longitud del canal debe estar en resonancia con la onda; en otras palabras, las
porciones de onda que se suceden a una distancia igual a un multiplo entero de la longitud | del
canal y que, por consiguiente, estan en el mismo punto del mismo, deben estar en fase. La

. : . . v
condicion de resonancia es | = nA si la longitud de onda es constante y es §\7dl =n (n entero, en

el caso general)

La integral que interviene aqui es la del principio de Fermat; sin embargo, hemos demostrado
que debe considerarse igual a la integral de la accién de Maupertuis dividida por h. Por lo tanto, la
condicion de resonancia es idéntica a la condicion de estabilidad requerida por la teoria cuantica.

Este excelente resultado, cuya demostracion es tan inmediata, si admitimos las ideas del capitulo
anterior, es la mejor justificacion que podemos dar en nuestra forma de atacar el problema de los
cuantos.

En el caso particular de las trayectorias circulares en el atomo de Bohr, se obtiene

mofvdl = 2nRm,v =nh, o dado que v = @R donde w es la velocidad angular
m,®R?* = n

2n
Esta es la forma simple originalmente concebida por Bohr.

Entonces podemos ver por qué ciertas Orbitas son estables, pero ain no sabemos cémo se
produce la transicion de una orbita estable a otra. El régimen problematico que acompafia a este
pasaje solo puede estudiarse utilizando una teoria electromagnética modificada adecuadamente,
pero todavia no la tenemos.

I11. - CONDICIONES DE SOMMERFELD PARA MOVIMIENTOS CUASI-PERIODICOS.

Propongo demostrar que, si la condicion de estabilidad para una Orbita cerrada es,

3
§ E p,dg; =nh, las condiciones de estabilidad para los movimientos cuasi periddicos son,
1

necesariamente, fpidqi =n.h (n entero, i = 1, 2, 3).Las condiciones multiples de Sommerfeld

también se reducirdn a la resonancia de la onda de fase.
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Primero debemos notar que el electron tiene dimensiones finitas. Si, como admitimos, las
condiciones de estabilidad dependen de las reacciones que ejerce sobre el electrén su propia onda
de fase, debe haber una concordancia de fase entre todas las porciones de la onda que pasan a una
distancia del centro del electron menor que un valor determinado — pequefio pero finito — de, por
ejemplo, su radio (10*3cm). Ignorar esta proposicion seria como decir: el electron es un punto
geométrico sin dimensiones y el radio de su onda de fase es una linea de espesor cero. Pero eso no
estaria fisicamente permitido.

Recordemos ahora una propiedad conocida de las trayectorias cuasi periddicas. Si M es la
posicion del centro de un movil en un instante dado en su trayectoria y si tomando a M como centro,
trazamos una esfera de radio R elegida arbitrariamente, pequefia pero finita, es posible encontrar
una infinidad de intervalos de tiempo tales que al final de cada uno de ellos el movil ha regresado a
la esfera de radio R. Ademas, cada uno de estos intervalos de tiempo t 0 "periodos aproximados"
puede satisfacer las relaciones:

t=MmTi1+e1=nTr+e2=n3Tz+&3

donde Ty, T2 y Tz son los periodos de variacion (libracion) de las coordenadas i1, g2 y Q3. Las
cantidades &; siempre pueden hacerse mas pequefias que una cierta cantidad fijada de antemano n,
quesea pequefia pero finita. Cuanto mas pequefia se elije 1, mas cortos seran los periodos .

Supongamos que el radio R se elige igual a la distancia maxima de accion de la onda de fase en
el electron, distancia definida anteriormente. Luego, podemos aplicar a cada periodo abordado la
condicion de la concordancia de fase en la forma:

1.3
J‘ Z pidqi =nh
0

que también puede escribirse:

Ty T2 T3
nlj. PG, dt +n2‘[ p,4,dt +n3‘[ p,4,;dt +81(p1q1)¢ + 82( pzqz)r + 83( p3q3)r =nh

0 0 0

Pero una condicién de resonancia nunca se cumple rigurosamente. Si el matematico requiere
para la resonancia que una diferencia de fase sea exactamente igual a n x 2mx, el fisico se debe
contentar, simplemente, con que sea igual a n x 2r + o, donde o es una cantidad menor a cierta
cantidad e, pequefia pero finita, que mide, — por decirlo asi, — el margen dentro del cual la
resonancia debe considerarse como realizada fisicamente.

Las cantidades pi y gi permanecen finitas durante el movimiento y podemos encontrar seis
cantidades Piy Q, tales que siempre tendremos

<P, 4<Q, (i=1273)
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Eligiendo el limite n tal que

3
nz PiQi < ﬂ
21

1

vemos que, al escribir la condicion de resonancia para cualquiera de los periodos aproximados, sera
permisible despreciar los términos en € y escribir:

T T, T
nlj‘ p.G,dt+ nZJ. p,d,dt + n3I p,d,dt = nh

0 0 0

En el primer miembro, los ni, nz, n3, son enteros conocidos; para el segundo miembro, n es un
ndmero entero. Tenemos una infinidad de ecuaciones similares con diferentes valores de nz, nay ns.
Para satisfacerlas, es necesario y suficiente que cada una de las integrales

Ti
I piqidt =§ pidqi
0

Estas son las condiciones de Sommerfeld. La demostracion anterior parece rigurosa. Sin
embargo, es necesario considerar una objecion. Las condiciones de estabilidad sélo pueden entrar
en juego al cabo de un cierto tiempo t. Si ese tiempo t es muy grande; —si, por ejemplo, hubiese
que esperar millones de afios para que ellas intervengan, — eso es como decir que nunca se
manifestarian. Esta objecion no se funda en que los tiempos © sean muy grandes en comparacion
con los periodos de libracion T;, ya que pueden ser muy pequefios en comparacion con nuestra
escala de tiempo habitual; en el atomo, los periodos de Tison, de hecho, del orden de 10** a 102°
segundos.

sea igual a un maltiplo entero de h.

Podemos estimar el orden de magnitud de los periodos aproximados en el caso de la trayectoria
L> de Sommerfeld para el hidrogeno. La rotacion del perihelio durante un periodo de libracion del
radio vector es del orden de 10~° x 2x. . El mas corto de los periodos aproximados seria del orden
de 10° veces el periodo de la variable radial (107%°s.), o sea del orden de 107 segundos. Por lo
tanto, parece que las condiciones de estabilidad entraran en juego en un momento inaccesible a
nuestra experiencia y, en consecuencia, que las trayectorias "sin resonancia” nos pareceran
inexistentes.

El principio de la demostracion desarrollado mas arriba fue tomado del Sr. Léon Brillouin, quien
escribié en su tesis (p. 351): "Para que la integral de Maupertuis dé cuenta de todos los periodos
aproximados tdebe ser un multiplo entero de h. Cada una de las integrales relacionadas con cada
variable, tomadas durante el periodo correspondiente, debe ser igual a un nimero entero de cuantos;
asi es como Sommerfeld escribi6 sus condiciones cuénticas".
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CAPITULO IV
Cuantificacion de los movimientos simultaneos de dos centros eléctricos.
.- DIFICULTADES PLANTEADAS POR ESTE PROBLEMA.

En los capitulos anteriores, hemos considerado constantemente una "cantidad aislada" de
energia. Esta expresion es clara cuando se trata de un corpusculo eléctrico (proton o electrén)
distante de cualquier otro cuerpo electrificado. Pero si los centros electrificados estan en
interaccion, el concepto de una cantidad aislada de energia se vuelve menos claro. Alli hay una
dificultad que de ninguna manera es especifica de la teoria contenida en el presente trabajo y que no
se aclara en el estado actual de la dinAmica de la relatividad.

Para comprender bien esta dificultad, consideremos un proton (nucleo de hidrogeno) de masa
propia Mo y un electrén de masa propia mo. Si estas dos entidades estan muy distantes entre si, de
modo que su interaccion es insignificante, el principio de inercia energética se aplica sin dificultad:
el protdn tiene la energia interna Moc? y el electron una energia internamoc?. La energia total es, por
lo tanto, (Mo + mo)c?. Pero si los dos centros estan lo suficientemente cerca como para tener en
cuenta su energia potencial mutua —P (<0), ¢(como se expresara la idea de la inercia energética?
Como la energia total es obviamente (Mo + mo)c? — P, ¢podemos admitir que el proton siempre tiene
una masa propia Mo y el electron una masa propia moe? Por el contrario, ¢deberiamos compartir la
energia potencial entre los dos componentes del sistema, asignar al electron una masa propia mo—
aP/c? y al proton una masa propia Mo— (1 —a))P/c?? Si es asi, ;cual es el valor de o y como depende
esta cantidad de Mo y mo?

En las teorias del atomo de Bohr y de Sommerfeld, se admite que el electron siempre tiene la
propia masa mo sea cual sea su posicion en el campo electrostatico del nucleo. Dado que la energia
potencial siempre es mucho mas pequefia que la energia interna moc?, esta suposicion es casi
correcta, pero nada dice que sea rigurosa. Podemos calcular facilmente el orden de magnitud de la
correccion méaxima (correspondiente a oo = 1) que tendria que ser llevado al valor de la constante de
Rydberg para los diferentes términos de la serie Balmer si adoptamos la hipotesis inversa
Encontrariamos 8R/R = 107°. Por lo tanto, esta correccion seria mucho menor que la diferencia entre
las constantes de Rydberg para el hidrogeno y el helio (1/2000), una diferencia que Bohr considerd
notablemente al considerar el arrastre del nicleo. Sin embargo, dada la extrema precision de las
mediciones espectroscopicas, es posible pensar que la variacion de la constante de Rydberg debido
a la variacion de la masa del electrén en funcion de su energia potencial podria evidenciarse si ella
existe.
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I11.— ELACCIONAR DEL NUCLEO EN EL ATOMO DE HIDROGENO

Una cuestion estrechamente relacionada con la anterior es la del método que debe utilizarse para
aplicar las condiciones cuénticas a un conjunto de centros eléctricos en movimiento relativo. El
caso mas simple es el del movimiento del electrén en el &tomo de hidrégeno cuando tenemos en
cuenta los movimientos simultaneos del ndcleo. El Sr. Bohr pudo resolver este problema confiando
en el siguiente teorema de la Mecanica racional: "Si relacionamos el movimiento del electron con
ejes de direcciones fijas vinculadas al nlcleo, este movimiento es el mismo que si estos ejes fueran

mOMO
m,+ M,

2

galileanos y si el electron tuviera una masap, =

Y’ E ma M
F

.?-.1

N (M

Fig. 4.

En el sistema de ejes vinculado al niucleo, el campo electrostatico que actta sobre el electron
puede considerarse constante en cualquier punto del espacio y, por lo tanto, volvemos al problema
del ndcleo sin movimiento gracias a la sustitucion de la masa real del electronmo por una masa
ficticia po. En el Capitulo 11 de este trabajo, hemos establecido un paralelismo general entre las
cantidades fundamentales de la Dinamica y las de la teoria de las Ondas; por lo tanto, el teorema
establecido anteriormente determina qué valores deben asignarse a la frecuencia de la onda de fase
electronica y a su velocidad en el sistema vinculado al nicleo, sistema que no es galileano. Gracias
a este artificio, las condiciones de estabilidad cuantica también pueden considerarse en este caso
como capaces de ser interpretadas por la resonancia de la onda de fase. Aclararemos que nos
enfocamos en el caso donde el ndcleo y el electron describen drbitas circulares alrededor de su
centro de gravedad comdn. El plano de estas drbitas se tomara como el plano de las coordenadas de
los indices 1 y 2 en ambos sistemas. Las coordenadas espaciales en el sistema galileano vinculadas
al centro de gravedad serdn xi, X2 y Xs, las del sistema vinculado al nicleo serdn yi, y2 e ys.
Finalmente tendremos x4 = ys = ct.

Llamemos o la velocidad de rotacion de la linea NE(Fig. 4) alrededor del punto G.

Hagamos por definicion:

Mo
n=————
m, + M,

las férmulas que permiten cambiar de uno de los sistemas de ejes al otro son las siguientes:
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y'=x'+Rcosot  y'=x"+Rsinot  y’=x’  y'=x*
Deducimos
ds = (dx“)Z —(dxl)2 —(dX2)2 —(C|X3)2

= [1— mzl,fz ](dy“)2 -~ (dyl)2 —(dyz)Z —(dy3)Z — Z%R sinotdy'dy” + Z%Rcos otdy?dy*

Los componentes del vector cantidad de movimiento del universo estan definidos por las
relaciones:

. IV
u' = d—i P, = M,CU; + €@, = M,Cy,U; +eQ,
Encontramos facilmente:
m, [dy* :

=———| —+oRsinmt
pl ’1_T]2B2 | dt }

M 1,2
p, = My dy — ®Rcosmt

J1-n2p? L dt

De acuerdo con las ideas generales del Capitulo 11, la resonancia de la onda de fase se expresa
por la relacion:

‘f% (pldyl + Pzdyz# =n, (n entero)

la integral se extiende a la trayectoria circular de radio R + r descrita por el electron alrededor del
ndcleo.

Como tenemos

2
(R+r)sinot ddlt = (R + r)cos ot

1
di:_o)
dt

Resulta

E 1 2 _l m, _
hf(pudy + p,dy )— hf\/m(vdl ®Rvdt)

Finalmente, la condicién de resonancia se convierte en:
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Mo o(R+ r{l—m—R)x 2n(R+r)=nh

V1-n"p’ v
0, suponiendo que los valores de la mecénica clasica sean despreciables frente a la unidad,

21, Lo)(R+ rf =nh
m, + M,

De hecho, es la formula de Bohr, la que se deduce del teorema mencionado anteriormente y que,
por lo tanto, aqui puede considerarse nuevamente como una condicién de resonancia de la onda
electrénica expresada en el sistema vinculado al nucleo del &tomo.

I11.— LAS DOS ONDAS DE FASES, DEL NUCLEO Y DEL ELECTRON.

En lo que precede, la introduccion de ejes vinculados al nicleo nos ha permitido eliminar el
movimiento de este ultimo y considerar el desplazamiento del electron en un campo electrostatico
constante; Por lo tanto, hemos vuelto al problema tratado en el capitulo 1.

Pero, si pasamos a otros ejes vinculados, por ejemplo, al centro de gravedad, el nlcleo y el
electron describiran las trayectorias cerradas y las ideas que nos guiaron, hasta ahora
necesariamente deben llevarnos a concebir la existencia de dos ondas de fases: la del electron y la
del nucleo; necesitamos examinar como deben expresarse las condiciones de resonancia de estas
dos ondas y por qué son compatibles.

Consideremos primero la onda de fase del electrén. En el sistema vinculado al nucleo, la
condicién de resonancia para esta onda es:

f pdy* + p,dy? = Zan(R +r)f =nh

m, + M,

la integral se toma a t = cte. a lo largo de un circulo con centro N y radio R + r, trayectoria relativa
del mévil y del radio de su onda. Si pasamos a los ejes vinculados a un punto G, la trayectoria
relativa se convierte en un circulo de centro G y de radio r; El radio de la onda de fase que pasa a
través de E es en todo momento el circulo con el centro N y el radio R + r, pero este circulo es
movil porgue su centro gira en un movimiento uniforme alrededor del origen de las coordenadas. La
condicion de resonancia de la onda electronica en un momento dado no cambia; ella siempre
escribe:

MO(D

2_
m (R+r) =nh

21
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Pasemos a la onda del ndcleo. En todo lo anterior, el nucleo y el electron juegan un papel
perfectamente simétrico y la condicion de resonancia debe obtenerse invirtiendo y R y r. Entonces
recurrimos a la misma formula.

En resumen, vemos que la condicion de Bohr puede interpretarse como la expresion de la
resonancia de cada una de las ondas presentes. Las condiciones de estabilidad para los movimientos
del nlcleo y el electron considerados de forma aislada son compatibles porque son idénticas.

En el sistema de ejes unidos al centro de gravedad, es instructivo trazar, al tiempo t, los radios
de las dos ondas de fase (linea continua) y las trayectorias descritas en el tiempo por los dos méviles
(linea punteada). Luego podemos representar muy bien como cada movil describe su trayectoria con
una velocidad que, en todo momento, es tangente al radio de la onda de fase.

Fig. 5,

Insistamos en un Gltimo punto. Los radios de la onda en el tiempo t son las envolturas de la
velocidad de propagacion, pero estos radios no son las trayectorias de la energia, solo son tangentes
a ellas en cada punto. Esto recuerda a las conclusiones conocidas de la hidrodinamica donde las
lineas de corriente, envolturas de velocidades, son las trayectorias de las particulas de fluido solo si
su forma es invariable, en otras palabras, si el movimiento es uniforme.
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CAPITULO V.
Los cuantos de luz @

|- EL ATOMO DE LUZ.

Como dijimos en la introduccion, durante varios afios, el desarrollo de la fisica de las
radiaciones se ha ido produciendo en la direccidon de un retorno — al menos parcial, — a la teoria
corpuscular de la luz. Un intento que realizamos para obtener una teoria atdmica de la radiacién del
cuerpo negro, publicado por el Journal de Physique en noviembre de 1922 bajo el titulo "Quanta de
luz y radiacion del cuerpo negro” y cuyos principales resultados se daran en el capitulo VII, nos
confirmo la idea de la existencia real del atomo de luz. Las ideas expuestas en el capitulo uno y la
deduccion de las condiciones de estabilidad en el &tomo de Bohr, en el capitulo 111, parecen brindar
una confirmacién muy interesante, lo que nos hace dar un pequefio paso hacia la sintesis entre las
concepciones de Newton y de Fresnel.

Sin ocultar las dificultades planteadas por tal audacia, trataremos de aclarar como podemos
representar actualmente el &tomo de luz. Lo concebimos de la siguiente manera: para un observador
vinculado a él, aparece como una pequefia region del espacio alrededor de la cual la energia se
condensa muy fuertemente y forma un todo indivisible. Esta aglomeracion de energia tiene un valor
total eo(medido por el observador vinculado). De acuerdo con el principio de la inercia de la
energia, es necesario atribuirle una masa adecuada:

Esta definicién es completamente analoga a la que se puede dar para el electron. Sin embargo,
queda una diferencia esencial en la estructura entre el electron y el atomo de luz. Si bien hasta ahora
se ha considerado que el electrdn tiene una simetria esférica, el &tomo de luz debe tener un eje de
simetria correspondiente a la polarizacion. Por lo tanto, representaremos el cuanto de luz con la
misma simetria que un doblete de la teoria electromagnética. Esta representacion es completamente
provisional y no sera posible, si fuera necesario, especificar con alguna posibilidad de precision la
constitucion de la unidad luminosa hasta después de haber sometido el electromagnetismo a
modificaciones profundas que este trabajo no puede cumplir.

De acuerdo con nuestras ideas generales, supondremos que existe en la constitucion misma del
cuanto de luz un fendmeno periddico cuya frecuencia natural vo viene dada por la relacién:

@Ver A. EINSTEIN, Ann. der Phys., 17, 132, (1905), Phys.Zeitsch., 10, 185, (1909).
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La onda de fase correspondiente al movimiento de este cuanto con velocidad Bc tendrd la
frecuencia:

y es bastante apropiado suponer que esta onda es idéntica a la de las teorias ondulatorias o, mas
exactamente, que la distribucion concebida en la forma clésica de las ondas en el espacio es una
especie de promedio en el tiempo de la distribucion real de las ondas de fase que acompafian a los
atomos de la luz.

Es un hecho experimental que la energia de la luz varia con una velocidad indistinguible del
valor limite c. Siendo la velocidad ¢ una velocidad que nunca se puede alcanzar debido a la ley de
variacion de la masa con la velocidad, esto nos lleva a suponer que las radiaciones estan formadas
por atomos de luz que se mueven con velocidades muy cercanas a c, pero ligeramente mas bajas.

Si un cuerpo tiene una masa propia extraordinariamente pequefia, para comunicarle una energia
cinética apreciable, se le debe dar una velocidad muy cercana a c; Esto resulta de la expresion de la
energia cinética:

Ademas, a velocidades comprendidas en un intervalo muy pequefio ¢ —, corresponden energias
que tienen todos los valores de 0 a +oc. Por lo tanto, concebimos que, suponiendo que mp es
extraordinariamente pequefio (lo especificaremos a continuacion), los atomos de luz que tienen una
energia apreciable tendran una velocidad muy cercana a c y, a pesar de que sus velocidades son casi
iguales, tendran energias muy diferentes.

Como hacemos coincidir la onda de fase con la onda de luz clésica, la frecuencia v de la
radiacion estara definida por la relacion:

_1 mg’
h \/1-p2

Debe tenerse en cuenta un hecho que debe recordarse siempre que se trate de atomos de luz, la
extrema pequefiez de moc? frente a m,c®/(h/1—B?); Por lo tanto, la energia cinética se puede
escribir aqui simplemente:
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2
m,C

J1-P?

La onda luminosa de frecuencia v corresponderia, por lo tanto, al desplazamiento de un atomo
de luz que se desplaza con la velocidad v = B¢ vinculada a v por la relacion:

2 .4
m, C

v=Bc=v,1- hey?

Excepto para las vibraciones extremadamente lentas, moc?/hv al cuadrado sera muy pequefio y
podremos escribir

Podemos intentar establecer un limite superior para el valor de mo. De hecho, los experimentos
de T. S. F. han demostrado que las radiaciones de unos pocos kildmetros de longitud de onda
todavia se propagan de manera apreciable con la velocidad c. Supongamos que las ondas para las
cuales 1/v = 10~ segundos tienen una velocidad distinta de ¢, menor de una centésima. El limite
superior de mo sera:

(), = Y21

T 10 ¢

0 aproximadamente 104 gramos. Incluso es probable que el valor de mo se deba elegir ain mas
pequefio; quizas, uno pueda esperar que un dia midiendo la velocidad, en el vacio, de ondas de muy
baja frecuencia, se encuentren valores bastante mas bajos que c.

No debe olvidarse que la velocidad de propagacion que se acaba de mencionar no es la de la
onda de fase siempre mayor que c, sino la del desplazamiento de la energia, solo detectable
experimentalmente.®

Il.- EL MOVIMIENTO DEL ATOMO DE LUZ.

Los 4tomos de luz para los cuales B = 1 sustancialmente, estarian acompafiados por ondas de
fase cuya velocidad c/p también seria sustancialmente igual a c. Creemos que esta coincidencia es
la que estableceria entre el &tomo de luz y su onda de fase un lugar particularmente estrecho,
traducido por el doble aspecto corpuscular y ondulatorio de la radiacion. La identidad de los

WSobre las objeciones planteadas por las ideas contenidas en este parrafo, ver el apéndice.
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principios de Fermat y de minima accién, explicarian por qué la propagacion rectilinea de la luz es
compatible con ambos puntos de vista.

La trayectoria del corplsculo luminoso seria uno de los rayos de su onda de fase. Hay razones
para creer, — lo veremos mas adelante, — que varios corpusculos podrian tener la misma onda de
fase; sus trayectorias serian varios rayos de esta onda. La vieja idea de que el rayo es la trayectoria
de la energia se confirmaria y aclararia.

Sin embargo, la propagacion directa no es un hecho absolutamente general; una onda de luz que
incide en el borde de una pantalla difracta y penetra en la sombra geométrica, los rayos que pasan a
pequefas distancias de la pantalla en relacion con la longitud de onda se desvian y ya no siguen la
ley de Fermat. Desde el punto de vista ondulatorio, la desviacion de los rayos se explica por el
desequilibrio introducido entre las acciones de las diversas zonas muy cercanas a la onda como
resultado de la presencia de la pantalla. Enfocado desde el punto de vista opuesto, Newton supuso la
existencia de una fuerza ejercida por el borde de la pantalla sobre el corpusculo. Nos parece que
podemos llegar a una vision sintética: el rayo de la onda se curvaria segun lo predicho por la teoria
de las ondulaciones y el mdvil, para el cual el principio de inercia ya no seria valido, sufriria la
misma desviacion que el rayo a cuyo movimiento esta unido; quizas podriamos decir que el muro
ejerce una fuerza sobre él si tomamos la curvatura de la trayectoria como criterio para la existencia
de una fuerza.

En lo anterior, nos guiamos por la idea de que el corpusculo y su onda de fase no son realidades
fisicas diferentes. Si lo pensamos bien, veremos que la siguiente conclusion parece seguir: "Nuestra
dinamica (incluida su forma einsteiniana) se ha quedado rezagada de la Optica: todavia esta en la
etapa de la Optica geométrica”. Si hoy nos parece bastante probable que toda onda contenga
concentraciones de energia, la dinamica del punto material oculta indudablemente una propagacion
de ondas y el verdadero significado del principio de minima accidn es expresar una concordancia
fase.

Seria muy interesante buscar la interpretacion de la difraccion en el espacio-tiempo, pero aqui
encontramos las dificultades mencionadas en el Capitulo 11 con respecto al movimiento variado y
no podemos aclarar la cuestion de manera satisfactoria.

I11. - ALGUNAS CONCORDANCIAS ENTRE LAS TEORIAS ADVERSAS DE LA
RADIACION

Mediante algunos ejemplos mostraremos con qué facilidad la teoria corpuscular de la radiacion
explica un cierto nimero de resultados conocidos de las teorias ondulatorias.

a) Efecto Doppler por el movimiento de la fuente:

Consideremos una fuente de luz en movimiento con la velocidad v = ¢ en la direccidén de un
observador que se supone inmovil. Se supone que esta fuente emite atomos de luz, sea vla
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2.4

i i m
frecuencia de las ondas de fase y sea la velocidad ¢ (1- ¢) donde € = Z;ZCZ . Para el observador
A%

fijo, estas cantidades tienen los valores v’y c(1 - €’). El teorema de la adicion de velocidades da:

cll-¢
1 o2
0
l_8l=ﬂ
1+(1-¢p
0 despreciando &g’

e_VI_1+p v _ [1+B
€ 2 1-B v 1-B

sip es pequefio, encontramos las formulas anteriores de la Optica:

v T \Y
—=1+B, —=1-B=1-—-—.
\Y B T B c

Tambien es facil encontrar la relacién de las intensidades emitidas segun los dos observadores.
Durante la unidad de tiempo, el observador en movimiento ve la fuente emitiendo n 4&tomos de luz
por unidad de area. La densidad de energia del haz, evaluada por este observador es, por lo tanto,
nhv/c, y la intensidad es | = nhv. Para el observador inmovil, los n &tomos se emiten en un tiempo

1+
1-B

. La densidad de energia del haz

1
igual a 1//1—B? I c\l- =C
igual a 1/4/1—B? y ocupan un volumen ( B)M

le parece ser:

nhv' |1+
c V1-B
y la intensidad
I'=nhv' 1+p =nhv'l
_B v

de donde
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Todas estas formulas estan demostradas, desde el punto de vista ondulatorio, en el libro de von Laue
Die Relativitatstheorie, tomo 1°, 3%ed., p. 119.

b) Reflexion sobre un espejo movil:

Consideremos el reflejo de los corpusculos de luz que normalmente inciden sobre un espejo

plano perfectamente reflectante que se mueve con la velocidad Bc, en la direccion perpendicular a
su superficie.

Para el observador fijo, sea v’1 la frecuencia de las ondas de fase que acompafian a los
corpusculos incidentes y ¢ (1 — €’1) su velocidad. Para el observador en movimiento, las mismas
cantidades serdn vi y ¢(1 —&1).

Si consideramos los corpusculos reflejados, los valores correspondientes se denominaran vz, c(1
—€2), v2y c(1 —€’2).

La composicion de las velocidades da:

_c(l—s'1)+Bc _ _c(l—a'z)—Bc
0(1_81)_m’ C(l 82)—m1_—8'27.

Para el observador vinculado al movimiento, el reflejo en un espejo fijo ocurre sin cambio de
frecuencia ya que la energia se conserva. Por lo tanto:

1-¢,+p _ 1-¢,+B
1+B(1-¢,) 1+B(1-¢,)

VI=V2, €1=€2,

Despreciando €1, €2, queda

o (v 2_[ﬂJ20V_'z_ﬂ
82_ vy - 1-B Vll_ -B

Si B es pequefio, encontramos la formula clasica:

[

—

12 _q_ oV
T, c

Seria facil tratar de resolver el problema suponiendo un impacto oblicuo.
Denotemos mediante n el namero de corpusculos reflejados por el espejo durante un tiempo

dado. La energia total de los n corplsculos después de la reflexion E > es a su energia total antes de
la reflexion E’1 como la relacion:
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nhv', v/,

nhv', Vv,
La teoria electromagnética también da esta relacion, pero aqui es bastante evidente.

Si antes de reflejarse los n corplsculos ocupaban un volumen Vi, después del reflejo ocuparan
un volumen V2 = Vi(1 —B)/(1 + B) como se demuestra mediante un razonamiento geomeétrico muy
simple. Por lo tanto, las intensidades I el,, antes y después de la reflexion, estaran en la relacion:

I, _nhv', 1+B _(V_'ZT

= X =
I, nhv, 1-B Vv,

Todos estos resultados se demostraron, desde el punto de vista ondulatorio, por von Laue,
pagina 124.

c) Presion de radiacion de la radiacion del cuerpo negro:

Sea un recinto lleno de radiacién de un cuerpo negro a temperatura T. ;Cudl es la presion
soportada por las paredes del recinto? Para nosotros, la radiacion del cuerpo negro sera un gas de
atomos de luz y supondremos que la distribucion de las velocidades es isotropica. Sea u la energia
total (o lo que es lo mismo aqui, la energia cinética total) de los &tomos de luz contenidos en la
unidad de volumen. Sea ds un elemento de superficie de la pared, dv un elemento de volumen, r su
distancia, 6 el &ngulo de la linea que se une con la normal al elemento de superficie.

El angulo so6lido bajo el cual se ve el elemento ds desde el punto O, centro de du, es:

dQ=dSigse

Consideremos sélo aquellos atomos del volumen en los que la energia esta comprendida entre
® Yy o+ doy en el nimero ny,dwdv; el nimero de aquellos cuya velocidad se dirige hacia ds
debido a la isotropia:

9, dodv = n,de B°5°
47d 47tr

dv

Tomando un sistema de coordenadas esféricas con la normal a ds como eje polar, encontramos:

dv = r’ sin@d@cdydr

Ademas, la energia cinética de un atomo de luz es m,c? / \/1—B* y su cantidad de movimiento

es G = myv/+/1—B? con v = ¢ muy aproximadamente, por lo que tenemos:
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w
2 =G

C
Por lo tanto, la reflexion de un &tomo de energia W en un cierto angulo 6 le comunica a ds una

cantidad de movimiento 2Gcos6 = 2(W/c) cos6. Por lo tanto, los &tomos de luz de volumen dv que
tienen esta energia, provocaran por reflexion una cantidad de movimiento igual a:

dscos®
2

oW s on_dor? sin@dédydr
c Amr

—+00

Integrando con respecto a W de 0 a oc, encontramos quejmnmdm= u, con respecto a los
0

angulos v y 0, respectivamente de 0 a 2 y de 0 a ©/2 y con respecto a r de 0 a ¢. De este modo,
obtenemos el impulso total en un segundo, experimentado por el elemento ds y, dividiendo por ds,
la presion de radiacion resulta:

/2
p= uj. coszesin9d9=§

0

La presion de radiacion es igual a un tercio de la energia contenida en la unidad de volumen, un
resultado conocido en las teorias clasicas.

La facilidad con la que acabamos de encontrar en este parrafo ciertos resultados también
proporcionados por las concepciones ondulatorias de la radiacion, nos revelan la existencia, entre
los dos puntos de vista aparentemente opuestos, de una armonia secreta cuya nocién de onda de fase
le da sentido a la naturaleza.

IV. - LAOPTICA ONDULATORIAY LOS CUANTOS DE LUZ.®

La piedra angular de la teoria cuantica de la luz es la explicacion de los fendmenos que
constituyen la Optica ondulatoria. La razon esencial es que esta explicacion requiere la intervencion
del concepto de fase de los fendmenos periodicos; Por lo tanto, puede parecer que hemos dado un
gran paso hacia la cuestion al concebir un vinculo estrecho entre el movimiento de un corpusculo de
luz y la propagacion de una determinada onda. De hecho, es muy probable que, si la teoria de los
cuantos de luz algun dia logra explicar los fendmenos de la Optica ondulatoria, su éxito se debera a
concepciones de este tipo. Desgraciadamente, todavia es imposible llegar a resultados satisfactorios
en este orden de ideas y solo el futuro podra decirnos si la audaz concepcién de Einstein, suavizada
y completada juiciosamente serd capaz de acomodar dentro de su marco los fendmenos incluidos.

WSobre este tema ver Bateman, H. “Onthetheory of light quanta”, Phil. Mag.46, (1923), 977, donde encontraremos
material histérico y bibliografia.
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Un estudio de precision maravillosa llevé a los fisicos del siglo XIX a considerar la hipotesis
ondulatoria como definitivamente establecida.

Vamos a retornar a este dificil problema sin tratar de atacarlo de frente. Como hemos dicho,
para avanzar por el camino seguido hasta ahora, deberiamos haber establecido un cierto vinculo, de
naturaleza indudablemente estadistica, entre la onda concebida en la forma clasica y la
superposicion de ondas de fase. Esto, ciertamente, llevaria a atribuir a la onda de fase, asi como al
fendmeno periddico definido en el capitulo uno, una naturaleza electromagnética.

Puede considerarse comprobado, con casi certeza, que la emision y absorcién de radiacion tiene
lugar de forma discontinua. El electromagnetismo o, mas precisamente, la teoria de los electrones,
nos da una vision inexacta del mecanismo de estos fendmenos. Sin embargo, el Sr. Bohr, mediante
su principio de correspondencia, nos ha ensefiado que, si consideramos las predicciones de esta
teoria para la radiacion emitida por un conjunto de electrones, indudablemente, tienen un tipo de
exactitud global. Quizas toda la teoria electromagnética solo tenga valor estadistico. Las leyes de
Maxwell aparecerian entonces como una aproximacion de carécter continuo de una realidad
discontinua, algo similar (pero so6lo un poco) a lo que ocurre con las leyes de la hidrodindmica, que
dan una aproximacién continua de los movimientos muy complejos y muy rapidamente variables de
moléculas fluidas. Esta idea de correspondencia, que todavia parece bastante imprecisa y bastante
elastica, deberia servir como guia para los investigadores audaces que deseen constituir una nueva
teoria electromagnética que esté mas de acuerdo que la actual con los fendmenos cuénticos.

En el siguiente parrafo reproduciremos las consideraciones que hemos expresado sobre la
interferencia. Para hablar con franqueza, deberian verse como sugerencias vagas mas que como
explicaciones reales.

V.— INTERFERENCIAS Y COHERENCIA.

Primero nos preguntaremos cémo constatamos la presencia de la luz en un punto en el espacio.
Para ello, se puede colocar un cuerpo sobre el cual la radiacion pueda ejercer un efecto
fotoeléctrico, quimico, calorifico, etc. También es posible que en el analisis final todos estos efectos
sean fotoeléctricos. También podemos observar la dispersion de las ondas producidas por la materia
en el punto considerado en el espacio. Por lo tanto, podriamos decir que donde la radiacion no
puede reaccionar con la materia, la misma es indetectable experimentalmente. La teoria
electromagnética admite que las acciones fotograficas (experimentos de Wiener) y la dispersion
estan relacionadas con la intensidad del campo eléctrico resultante: donde el campo eléctrico es
cero, si hay energia magnética, ella es indetectable.

Las ideas desarrolladas aqui conducen a asimilar las ondas de fase a las ondas
electromagnéticas, al menos en cuanto a la distribucién de las fases en el espacio, debiendo
reservarse la cuestion de las intensidades. Esta idea unida a la de la correspondencia nos lleva a
pensar que la probabilidad de la ocurrencia de reacciones entre los &tomos de materia y los atomos
de luz esté vinculada en cada punto al resultado (0 mas bien a un valor promedio) de uno de los
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vectores que caracterizan la onda de fase; donde esta resultante es cero, la luz es indetectable. Esto
es: hay interferencia. Por lo tanto, es concebible que un 4&tomo de luz que pasa a traves de una
region donde hay interferencia de las ondas de fase, pueda ser absorbido por la materia en ciertos
puntos y en otros no. Este sigue siendo un principio muy cualitativo que da una explicacion de la
interferencia compatible con la discontinuidad de la energia radiante. Norman Campbell en su libro
Modern electrical theory (1913) parece haber vislumbrado una solucién similar cuando escribi6:
"La teoria corpuscular por si sola puede explicar como se transfiere la energia de la radiacion de un
lugar a otro mientras que la teoria ondulatoria por si sola puede explicar por qué la transferencia a lo
largo de una trayectoria depende de la que tiene lugar en otra trayectoria. Casi parece que la energia
en si misma es transportada por corpulsculos, mientras que el poder de absorberla y hacerla
perceptible para la experiencia es transportado por ondas esféricas".

Para que la interferencia ocurra regularmente, parece necesario establecer una especie de
dependencia entre las emisiones de los distintos aomos de la misma fuente. Hemos propuesto
expresar esta dependencia mediante la siguiente suposicion. "La onda de fase vinculada al
movimiento de un atomo de luz puede, al pasar sobre los &tomos de materia excitados,
desencadenar la emision de otros atomos de luz cuya fase estard de acuerdo con la de la onda”. Por
lo tanto, una onda podria transportar numerosos centros pequefios de condensacion de energia que,
ademas, se deslizarian ligeramente sobre su superficie y permanecerian en fase con ella. Si el
namero de atomos transportados fuera extremadamente grande, la estructura de la onda se acercaria
a las concepciones clasicas como una especie de limite

VI.- LALEY DE FRECUENCIA DE BOHR. CONCLUSIONES

Desde cualquier punto de vista que uno adopte, el detalle de las transformaciones internas
experimentadas por el atomo cuando absorbe o cuando emite cuantos, no se puede imaginar de
ninguna manera. Admitamos siempre la siguiente hipdtesis: no sabemos si el cuanto absorbido por
el &tomo de alguna manera se funde con €l o si permanece dentro de él en el estado de una unidad
aislada, tampoco sabemos si la emisidn es la expulsion de un cuanto preexistente en el &tomo o la
creacion de una nueva unidad a expensas de su energia interna. En cualquier caso, parece seguro
que el programa se relaciona con un solo cuanto; en consecuencia, la energia total del corpusculo
igual a h veces la frecuencia de la onda de fase que lo acompafa deberia, para salvaguardar la
conservacion de la energia, ser igual a la reduccion en el contenido total de energia del atomo y esto
nos da la ley de las frecuencias de Bohr:

hV:W1—W2

Por lo tanto, podemos ver que nuestras concepciones, después de habernos llevado a una
explicacion simple de las condiciones de estabilidad, también nos permiten obtener la ley de las
frecuencias, pero con la condicion de admitir que la emisién siempre se relaciona con un solo
corpusculo.
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Téngase en cuenta que la imagen de la emision, proporcionada por la teoria de los cuantos de
luz, parece estar confirmada por las conclusiones de los Sres. Einstein y Léon Brillouin® quienes,
en el andlisis de las reacciones entre la radiacion del cuerpo negro y una particula libre, han
demostrado la necesidad de introducir la idea de una emision estrictamente dirigida.

¢Qué deberiamos concluir de todo este capitulo? Ciertamente, un fendmeno como la dispersion
que parecia incompatible con la nocion de cuantos de luz en su forma simplista, ahora parece menos
imposible de conciliar gracias a la introduccion de una fase. La teoria reciente de la dispersion de
rayos X y vy dada por A. H, Compton, — que expondremos mas adelante, — parece estar basada en
evidencia experimental seria y hace tangible la existencia de corpusculos luminosos en un campo
donde los esquemas ondulatorios eran generalmente aceptados. Sin embargo, es indiscutible que el
disefio de los granos de energia luminosa ain no resuelve los problemas de la Optica ondulatoria y
que se enfrenta a dificultades muy serias; nos pareceria prematuro decidir sobre la cuestion de si
lograré superarlas o no.

@ A, EINSTEIN, Phys. Zeitschr, 18, 121, 1917; L. BRILLOUIN, Journ. d. Phys. série VI, 2, 142, 1921.
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CAPITULO VL.

La difusion de los rayos X y y.

|. TEORIADEL SR. J. J. THOMSON®,

En este capitulo, queremos estudiar la dispersion de los rayos X y y y mostrar con este ejemplo,
particularmente sugerente, la posicion actual de la teoria electromagnética y la de los cuantos de
luz:

Comencemos definiendo el fendmeno mismo de la dispersion: cuando enviamos un haz de
rayos a un trozo de materia, en general, parte de la energia se dispersa en todas las direcciones. Se
dice que hay difusion y debilitamiento por difusion del haz al atravesar la sustancia.

La teoria electrdnica interpreta este fendmeno de manera muy simple. Ella supone (que ademas
parece estar en oposicion directa al modelo atdmico de Bohr) que los electrones contenidos en un
atomo estan sujetos a fuerzas cuasi elasticas y tienen un periodo de vibracion bien definido. En
consecuencia, el paso de una onda electromagnética sobre estos electrones les impartira un
movimiento oscilatorio, cuya amplitud generalmente dependera tanto de la frecuencia de la onda
incidente como de la frecuencia natural de los resonadores electronicos. Segun la teoria de la onda
de aceleracion, el movimiento del electrén estara constantemente amortiguado por la emision de
una onda con simetria cilindrica. Se establecera un régimen de equilibrio en el que el resonador
extraerd la energia necesaria para compensar esta amortiguacion de la radiacion incidente. Por lo
tanto, el resultado final sera una dispersion de una fraccion de la energia incidente en todas las
direcciones del espacio.

Para calcular la magnitud del fenémeno de difusion, primero debemos determinar el
movimiento del electrén vibrante. Para esto, debemos expresar, por un lado, el equilibrio entre la
resultante de la fuerza de inercia y la fuerza cuasi-elastica y, por el otro la fuerza eléctrica ejercida
por la radiacion incidente sobre el electrén. En el dominio visible, el examen de los valores
numéricos muestra que uno puede descuidar el término de inercia frente al término cuasi-elastico v,
por lo tanto, se le asigna a la amplitud del movimiento vibratorio un valor proporcional a la
amplitud de la luz excitante, pero independiente de su frecuencia. La teoria de la radiacion de un
dipolo establece que la radiacion secundaria global esta en relacion inversa a la cuarta potencia de la
longitud de onda; Por lo tanto, la radiacién es tanto mas difusa como de mayor frecuencia. Es en
esta conclusion que Lord Rayleigh apoyo su hermosa teoria del color azul del cielo.®

Por el contrario, en el campo de las frecuencias muy altas (rayos X y v), el término cuasi-
elastico es insignificante en comparacion con el de inercia. Todo sucede como si el electrdn

W Passage de ’électricité a travers les gaz. Traduction francaise FRIC et FAURE. Gauthier-Villars, 1912, p. 321.
@LORD RAYLEIGH dedujo esta teoria de la concepcion elastica de la luz, pero esta esta totalmente de acuerdo
con la concepcidn electromagnética.
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estuviera libre y la amplitud de su movimiento vibratorio es proporcional no solo a la amplitud
incidente, sino también a la segunda potencia de la longitud de onda. Como resultado, la intensidad
de la difusion general es esta vez independiente de la longitud de onda. Fue el Sr. J. J. Thomson
quien primero llamo6 la atencion sobre este hecho y propuso la primera teoria de la difusion de los
rayos X. Las dos conclusiones principales fueron las siguientes:

1° Si designamos por 6 el angulo que forma la extension de la direccion de incidencia con la
direccion de difusion, la energia dispersa varia en funcion de 0 segin (1 + cos?0)/2.

2° La energia total difundida por un electrén, en un segundo, es a la intensidad incidente segin
la relacion:

4
I, 8n e

I 3 myc*

e y mpson las constantes del electron y ¢ la velocidad de la luz.

Ciertamente, un atomo suele contener varios electrones; hoy hay buenas razones para creer que
su numero p es igual al nimero atomico del elemento. El Sr. Thomson supuso que las ondas
emitidas por los p electrones del mismo 4&tomo eran “incoherentes™ entre si y, por lo tanto, considero
que la energia dispersada por un atomo era igual a p veces la que dispersaria un solo electron. Desde
el punto de vista experimental, la difusion da como resultado un debilitamiento gradual de la
intensidad del haz y este debilitamiento obedece a una ley exponencial

I, =1,""
s es el coeficiente de atenuacion por difusion o, mas brevemente, el coeficiente de difusion. El
cociente s/p de este nimero por la densidad del cuerpo difusor es el coeficiente masico de difusion.
Si llamamos coeficiente de difusion atomica o, a la relacion entre la energia dispersada en un solo

atomo y la intensidad de la radiacion incidente, podemos ver facilmente que esta relacionada con s
por la ecuacion:

c=—Am,
o

A es aqui el peso atomico del difusor, my la masa del &tomo de hidrogeno. Sustituyendo los valores
4
encontramos:

- 8=
numéricos en el factor — ——
3 m,°c

0=054x10"p

Sin embargo, la experiencia ha demostrado que la relacion s/p relacion es muy cercana a 0.2,
por lo que deberiamos tener:
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A 054x10%* 054
P 02x146x107% 0,29

Esta cifra es cercana a 2, lo cual esta totalmente de acuerdo con nuestra concepcidn actual de la
relacion entre el nUmero de electrones intraatémicos y el peso atdmico. Por lo tanto, la teoria del Sr.
Thomson ha dado lugar a interesantes coincidencias, y el trabajo de varios experimentadores, en
particular los del Sr. Barkla, han demostrado, hace mucho tiempo, que se verifica en gran medida.®

Il.- TEORIA DEL SR. DEBYE @,

Las dificultades subsistian. En particular, el Sr. W. H. Bragg habia encontrado, en algunos
casos, una difusion mucho maés fuerte que la reportada por la teoria anterior y habia concluido que
habia una proporcionalidad de la energia dispersa, no en el nimero de electrones atdmicos, sino en
el cuadrado de ese numero. El Sr. Debye presentd una teoria mas completa compatible con los
resultados de los Sres. Bragg y Barkla.

El Sr. Debye considero a los electrones intraatomicos como distribuidos regularmente en un
volumen cuyas dimensiones lineales son del orden de 10~ cm. Incluso, para facilitar los célculos,
supuso que todos ellos estan distribuidos en un mismo circulo. Si la longitud de onda es grande en
comparacion con las distancias promedio que recorren los electrones, los movimientos de estos
deben estar casi en fase y, en la onda total, se agregaran las amplitudes irradiadas por cada uno de
ellos. La energia dispersada ya no sera proporcional a p sino que sera proporcional a p?, de modo
que el coeficiente o se escribiré:

8n e* 2

C=—v_~
3 m,’c

Para ondas de longitudes de onda gradualmente decrecientes, la distribucion en el espacio se
volvera asimétrica, la energia difundida en la direccion de donde viene la radiacion sera mucho mas
débil que en la direccion opuesta. La razon de esto es que, cuando la longitud de onda se vuelve
comparable a las distancias mutuas, ya no podemos considerar a las vibraciones de los diversos
electrones como en fase. Las amplitudes radiadas en las diversas direcciones ya no se agregaran
porque se desplazan en fase y la energia dispersada sera menor. Sin embargo, en un cono con una
pequefia abertura que rodea la extension de la direccion de incidencia, siempre habra una
coincidencia de fase y se agregaran las amplitudes. Por lo tanto, para las direcciones contenidas en
este cono, la difusion serd mucho mayor que para los demas. EIl Sr. Debye también ha previsto un
fendmeno curioso: cuando uno se desvia progresivamente del eje del cono definido anteriormente,
la intensidad dispersa no disminuye inmediatamente de manera regular, sino que primero

(WL_os trabajos antiguos sobre dispersion de rayos X se enumeran en el libro de los Sres. R. LEDOUX-LEBARD y
A. DAUVILLIER, La physique des Rayons X.,Gauthier-Villars, 1921, pp. 137 y siguientes.
@Ann. d. Phys., 46, 1915, p. 809.
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experimenta variaciones periodicas. Por lo tanto, si se interpone una pantalla en forma
perpendicular al haz transmitido, se deben observar anillos claros y oscuros centrados en la
direccion del haz. Aunque el Sr. Debye pensd que habia reconocido este fendbmeno en algunos de
los resultados experimentales del Sr. Friedrich, ese efecto no parece haberse visto claramente hasta
ahora.

Para longitudes de onda cortas, los fendmenos deberian simplificarse. EI cono de fuerte difusion se
estrecha cada vez mas, la distribucion se vuelve nuevamente simétrica y debe satisfacer las
formulas de Thomson porque las fases de los diversos electrones se vuelven completamente
incoherentes, porque son las energias y no las amplitudes las que se agregan.

El gran interés de la teoria del Sr. Debye es haber explicado la fuerte difusién de los rayos X de
baja energia y haber mostrado como debe tener lugar la transicion de este fendmeno al de Thomson,
cuando la frecuencia aumenta. Pero es esencial tener en cuenta que, segun las ideas de Debye,
cuanto mayor sea la frecuencia, mayor sera la simetria de la radiacion dispersa y el valor 0.2 del
coeficiente s/p. Sin embargo, en el siguiente parrafo veremos que este no es el caso en absoluto.

I1l. - TEORIA RECIENTE DE LOS SRES. P. DEBYE Y A. H. COMPTON®,

Los experimentos en el campo de los rayos X de alta frecuencia y los rayos y han revelado
hechos muy diferentes a los que las teorias anteriores pudieran predecir. Primero, cuanto mayor es
la frecuencia, mayor es la asimetria de la radiacion difundida; por otro lado, la energia difundida
total disminuye; el valor del coeficiente de masa s/p tiende a disminuir rapidamente tan pronto
como la longitud de onda cae por debajo de 0.3 0 0.2 A y se vuelve muy baja para rayos .
Entonces, cuando la teoria de Thomson se deberia aplicar cada vez mejor, se aplicara cada vez
menos.

Otros dos fendmenos han sido revelados por investigaciones experimentales recientes, la mas
importante de esas investigaciones es la del Sr. A. H. Compton. De hecho, estas investigaciones han
demostrado que la difusidén parece estar acompariada de una disminucién de la frecuencia variable,
ademas de la direccion de observacion y, por otro lado, esa disminucion parece provocar el
movimiento de los electrones. Casi simultdneamente y de manera independiente, tanto el Sr. P.
Debye como el Sr. A. H. Compton lograron dar a estas desviaciones de las leyes clasicas, una
interpretacion basada en la nocion de cuanto de luz.

El principio es el siguiente: si un cuanto de luz se desvia de su marcha rectilinea al pasar cerca
de un electron, debemos suponer que durante el tiempo en que los dos centros de energia estan lo
suficientemente cerca, ejercen uno sobre el otro, alguna accion. Cuando esta accion termina, el
electron en reposo habra tomado prestada una cierta energia del corplsculo de luz. Por lo tanto, de
acuerdo con la relacion cuantica, la frecuencia dispersada serd menor que la frecuencia incidente.

WP, DEBYE, Phys. Zeitschr., 24, 1923, 161 — 166; A. H. COMPTON, Phys. Rev., 21, 1923, 207; 21, 1923, 483;
Phil. Mag., 46, 1923,897.
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La conservacion de la cantidad de movimiento completa la determinacion del problema.
Supongamos que el cuanto disperso se mueve en una direccion que forma el &ngulo 6 con la
extension de la direccion de incidencia. Sean vo Y ve las frecuencias antes y después de la difusion y
mola masa del electron. Tendremos:

2
mc | _ (hv0 )2 +(hve]2 9 hv, " hv, cos0
C

[1-B° c c c

Esta segunda relacion se puede ver inmediatamente en la figura adjunta.
v = ¢ es la que el electron adquiere por este proceso.

Denotando mediante o la relacion hno/moc? igual al cociente de no por lo que llamamos la
frecuencia propia del electron, se tiene:

A%
0
Vo

1+2asin29
2

Ao = x0(1+ 20.sin? g)

También podemos usar estas formulas para estudiar la velocidad de proyeccion y la direccion del
electron "retrocediendo”. Encontramos que en las direcciones de difusion que varian de 0 a m,
corresponden a los angulos de retroceso del electron que varian de /2 a 0, y la velocidad varia
simultaneamente de 0 a un cierto maximo.

El Sr. Compton, utilizando hipétesis inspiradas en el principio de correspondencia, creia que podia
calcular el valor de la energia dispersada total y asi explicar la rapida disminucion del coeficiente
s/p. Debye aplico la idea de correspondencia de una manera ligeramente diferente, pero también
logré interpretar este mismo fendémeno.

En un articulo publicado en el Physical Review, de mayo de 1923, y en un articulo mas reciente
publicado en el Philosophical Magazine (noviembre de 1923), el Sr. A. H. Compton mostrd que las
ideas novedosas que habia expuesto anteriormente explican muchos hechos experimentales, en
particular, para rayos de alta frecuencia en los que la variacién de la longitud de onda esperada se
verificd cuantitativamente. Para radiaciones mas débiles, parece coexistir una linea difusa sin
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cambio de frecuencia y otra linea difusa que cumple con la ley Compton-Debye. Para las bajas
frecuencias, la primera se vuelve preponderante e incluso a menudo parece existir sola. Los
experimentos del Sr. Ross sobre la difusion de la linea MoK, y la luz verde por parafina confirman
esta opinion. Las lineas K, dan una linea fuerte difusa de acuerdo con la ley de Compton y una linea
débil en la que la frecuencia no es modificada, esta Gltima parece existir solo para la luz verde.

La existencia de una linea no desplazada parece explicar por qué la reflexion cristalina
(fendmeno de Laue) no va acompafia de una variacion en la longitud de onda. Recientemente, los
Sres. Jauncey y Wolfers han demostrado que las lineas dispersadas por los cristales, que
generalmente se usan como reflectoras, se ven significativamente afectadas por el efecto Compton-
Debye, las mediciones de precision de la longitud de onda de Rdntgen ya habrian puesto el
fendmeno en evidencia. Por lo tanto, se debe suponer que, en este caso, la difusion tiene lugar sin
degradacion del cuanto.

Al principio, estuvimos tentados a explicar la existencia de los dos tipos de difusion de la
siguiente manera: el efecto Compton ocurriria cada vez que el electron dispersante estaba libre o al
menos que su enlace con un atomo correspondia a una energia debil en comparacion con la del
cuanto incidente; de lo contrario, la difusion se produciria sin un cambio en la longitud de onda
porque entonces todo el atomo tomaria parte en el proceso sin adquirir una velocidad apreciable
debido a su gran masa respecto del electron. Al Sr. Compton le resulté dificil aceptar esta idea y
prefirid explicar la linea no modificada mediante la intervencion de varios electrones en la
desviacion del mismo cuanto; Seria, entonces, el alto valor de la suma de sus masas lo que evitaria
el paso de una cantidad significativa de energia de la radiacion a la materia. En cualquier caso, es
facil entender por qué los elementos pesados y los rayos "duros” se comportan de manera diferente
a los elementos ligeros y los rayos "blandos".

En cuanto a la manera de compatibilizar la concepcion de difusion como la desviacion de una
particula luminosa y la conservacion de la fase necesaria para la explicacion de las figuras de Laue,
esto plantea dificultades considerables de ninguna manera resueltas, las que hemos sefialado en el
capitulo anterior sobre Optica ondulatoria.

Cuando se trata de la relacion entre rayos X "duros” y elementos "ligeros™ como ocurre en la
practica de Radioterapia el efecto Compton debe cambiar sustancialmente y eso es lo que parece
que sucede. Daremos un ejemplo. Sabemos que, ademas del debilitamiento de la difusion, un haz de
rayos X que atraviesa el material experimenta un debilitamiento de la absorcion, un fendmeno que
se acompafa de una emisién de fotoelectrones. Una ley empirica debida a los Sres. Bragg Yy Pierce
nos dice que esta absorcion varia con el cubo de la longitud de onda y sufre discontinuidades
bruscas para todas las frecuencias caracteristicas de los niveles intraatomicos de la sustancia
considerada; ademas, para la misma longitud de onda y para diversos elementos, el coeficiente
atdmico de absorcion varia con la cuarta potencia del nimero atomico.

Esta ley esta bien verificada en el rango medio de las frecuencias de Rontgen y parece bastante
probable que se aplique a los rayos "duros". Como, segln las ideas recibidas antes de la teoria de
Compton-Debye, la difusién era solo una dispersion de la radiacion, sélo la energia absorbida de
acuerdo con la ley de Bragg podia producir una ionizacion en un gas; los electrones fotoeléctricos
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animados de altas velocidades ionizarian por choque los &tomos en que impactaban. Por lo tanto, la
ley de Bragg-Pierce permitiria calcular la proporcion de las ionizaciones producidas por la misma
radiacion dura al incidir sobre dos ampollas, una conteniendo un gas "pesado” (por ejemplo, CHsl)
y la otra conteniendo un gas "ligero™ (por ejemplo, aire). Incluso teniendo en cuenta las muchas
correcciones auxiliares, esta relacion resulté ser experimentalmente mucho mas pequefia de lo
esperado. El Sr. Dauvillier habia observado este fendmeno en los rayos X y su interpretacion nos ha
intrigado durante mucho tiempo.

La nueva teoria de la difusion parece explicar bien esta anomalia. Si, de hecho, — al menos en
el caso de los rayos "duros", — parte de la energia de los cuantos de luz es transportada al electron
que difunde, no solo habré dispersion de la radiacion, sino también "absorcion por difusion”. La
ionizacion del gas se debera tanto a los electrones expulsados del &omo por el mecanismo de
absorcion propiamente dicho, como a los electrones activados por la difusion debido al movimiento
de retroceso. En un gas "pesado” (CHal), la absorcion de Bragg es intensa y la de Compton es casi
insignificante. Para un gas ligero (aire), ya no es lo mismo; la primera absorcion debido a su
variacion en N4 es muy baja y la segunda, que es independiente de N, se convierte en la mas
importante. Por lo tanto, la relacion entre las absorciones totales y el resultado de las ionizaciones
en ambos gases, debe ser mucho menor de lo esperado. Incluso es posible obtener de forma
cuantitativa de la relacion de las ionizaciones. Por lo tanto, mediante este ejemplo, vemos el gran
interés practico de las nuevas ideas de los Sres. Compton y Debye. El retroceso de los electrones en
la difusion parece tener la clave para muchos otros fenémenos inexplicables.

IV. -DIFUSION DE LOS ELECTRONES EN MOVIMIENTO.

Podemos generalizar la teoria de Compton-Debye considerando la difusion de un cuanto de
radiacion por un electron en movimiento. Tomemos como eje x la direccion de propagacion
primitiva de un cuanto de frecuencia inicial vi eligiendo los ejes de y y de z arbitrariamente, en
angulo recto entre si en un plano normal a Ox y pasando por el punto donde ocurre la transmision.
La direccion de la velocidad PBic del electron antes del choque estara definida por los cosenos
directores aibici, llamaremos q: al &ngulo que forma el vector velocidad con el eje Ox, de modo que
a1 = cos0i; después del choque, el cuanto de radiacion dispersado de frecuencia v, se propaga en
una direccion del coseno director pgr formando el angulo ¢ con la direccion de la velocidad inicial
del electron (cos ¢ = aip + biq + car) y el &ngulo 6 con el eje Ox (p = cosb). Finalmente, el electron
tendra una velocidad final B2c cuyos cosenos directores seran azbzco.

La conservacion de la energia y de la cantidad de movimiento durante el choque permiten
escribir las ecuaciones:
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hv m,B,c’
- 2 p+ OBZ a

a
c -z ¢ -2’

m 2 h m
05102 b, = \#) q+ 0B2C2 b
1_B1 ¢ 1_B2

m 2 h m 2
oBlC2 c, = V, r+ oBzC2 c,
1_B1 ¢ 1_B2

Eliminando azbzcogracias a la relacion az? + bz? + ¢2? = 1; entre la relacion asi obtenida y la
que expresa la conservacion de la energia, se elimina B2. Haciendo como Comptona= hvi/moc?.
Se obtiene:

1-B,cos0,
' 1—PB, cos@+20/1—B,” sin?6/2

Si la velocidad inicial del electrén es nula o despreciable, obtenemos la formula de Compton

V,=V

1
V,=V, ————————
27 14 2asin?0/2
En el caso general, el efecto Compton representado por el término en a subsiste, pero disminuye;
Ademas, hay un efecto Doppler. Si la magnitud del efecto Compton es despreciable, encontramos

1-B,cos0,
vV, =V, —————
1-B,cose
Como, en este caso, la difusion del cuanto no perturba el movimiento del electron, podemos
esperar encontrar un resultado idéntico al de la teoria electromagnética. Esto es de hecho lo que
ocurre.,

Calculemos la frecuencia dispersa de acuerdo con la teoria electromagnética (teniendo en cuenta
la relatividad). La radiacion incidente sobre el electron tiene la frecuencia:

1-B, cos
vV=v Bl e1

1 Vl_ﬁf

Si el electron, mientras mantiene la velocidad de traslacion Bic, comienza a vibrar a la
frecuencia v', el observador que recibe la radiacion dispersa en una direccion que forma el
angulo econ la velocidad de la fuente, B1c le asigna la frecuencia:
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' ‘\ll_Blz

V,=V
1-B,cose

y tenemos

v. = v 1-B,cos6,
2 "1 1-B,cose

En general, el efecto Compton permanece bastante débil. Al contrario, el efecto Doppler puede
alcanzar valores muy altos para electrones sometidos a diferencias de potencial de unos centenares
de kilovoltios (Para una diferencia de 200 kvolt, la frecuencia llega a aumentar en un tercio).

Aqui nos encontramos con un aumento de la energia del cuanto debido a que el cuerpo difusor
estd animado de una gran velocidad y puede cederle energia al &tomo de radiacion. En este caso, las
condiciones de aplicacion de la regla de Stokes no se cumplen. No parece imposible que algunas de
las conclusiones enunciadas méas arriba puedan ser sometidas a una comprobacion experimental,
particularmente, en cuanto a los rayos X.
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CAPITULO VII
La Mecanica Estadistica y los cuantos.

|- RECORDATORIO DE ALGUNOS RESULTADOS DE LA TERMODINAMICA
ESTADISTICA.

Interpretar las leyes de la Termodinamica utilizando consideraciones estadisticas es uno de los
mayores éxitos del pensamiento cientifico, aunque no sin algunas dificultades y algunas objeciones.
Esta mas alla del alcance de este trabajo criticar estos métodos. Después de haber recordado en su
forma mas utilizada hoy, nos contentaremos aqui con ciertos resultados fundamentales, para
examinar cOmo nuestras nuevas ideas podrian introducirse en la teoria de los gases y la de la
radiacion del cuerpo negro.

Roitzmann demostrd, en primer lugar, que la entropia de un gas en un estado determinado es, a
excepcion de una constante aditiva, el producto del logaritmo de la probabilidad de este estado por
la constante k llamada "constante de Boltzmann™ que depende de la eleccion de escala de
temperaturas, Primero llegé a esta conclusion al analizar los choques entre los atomos asumiendo
una agitacion completamente desordenada de estos. Hoy, siguiendo el trabajo de los Sres. Planck y
Einstein, consideramos mas bien la relacion: S =k log P como la definicién misma de la entropia S
de un sistema*.

En esta definicion, P no es la probabilidad matematica igual al cociente entre el nUmero de
configuraciones microscépicas que dan la misma configuracion macroscépica total y el nimero
total de configuraciones posibles, sino que es la probabilidad "termodinamica”, simplemente, igual
al numerador de esta fraccion. Esta eleccidn del significado de P equivale a fijar de cierta manera
(en suma, arbitraria) la constante de entropia. Admitido este postulado, €l nos permite recurrir a una
demostracion bien conocida que da la expresion analitica de las magnitudes termodinamicas, una
demostracion que tiene la ventaja de ser valida tanto cuando la secuencia de estados posibles es
continua como cuando es discontinua.

Para esto, considere # objetos que pueden distribuirse arbitrariamente entre m “estados” o
"celdas™ considerados a priori como igualmente probables. Una determinada configuracion del
sistema se llevard a cabo colocando n: objetos en la celda 1, n; en la celda 2, etc. La probabilidad
termodinamica de esta configuracion sera:

___ s

n!n,.n!

“Esta es la Ilamada "entropia légica" o "entropia matematica”. La entropia termodinamica se define mediante una
variacion dS = (3Q/T)reversibiedonde 8Q es el calor infinitesimal intercambiado por un sistema, en forma reversible, con
una fuente a la temperatura absoluta T.

136



I. Introduccion

Si MM y todos los ni son nimeros grandes, la formula de Stirling da, para la entropia del sistema:

S=klogP = kﬁ‘[—ani logn;
1

con las condiciones adjuntas: ZSiSni = OstiSn‘ =0
1 1

La entropia maxima estd determinada por la relacion: 8S = 0. El método de coeficientes
indeterminados nos ensefia que para lograr esta condicién debemos satisfacer la ecuacion:

Z[Iogni +n+Bgon, =0
1

donde n y B son constantes, independientemente del valor que tenga oni.

Concluimos que la distribucion mas probable, la Unica practicamente lograda, se rige por la ley:
n, =oae ™™ ((x = e‘")

Esta es la llamada distribucion “canonica”. La entropia termodindmica del sistema
correspondiente a esta distribucion mas probable, viene dada por:

S= kmlogm—zm:[kae‘ﬁs' (loga—Be, )]

0, dado que

D

1

m

E g,n, =energia total E

1
M =
S =kfMlog— + kBE = kMl log e’ + kBE
a
1

Para determinar 3, emplearemos la relacion termodindmica
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—=-kM - ﬁ+kE B+kB

1_ds _2s B, oS
T dE 0B ¢E Yo zm: .. OF oE
gre

1

y porqué

M——=Me=E
5
1 1
—=kB, B=17"

La energia libre se calcula mediante la expresion:

m

F =E-TS=k#MT log Ze““i —BKTE™

1

m

= -k log Ze‘ﬁ""

1

Por lo tanto, el valor promedio de la energia libre en comparacion con uno de los objetos es:

m

ksl log Ze—as.

1

Apliquemos estas consideraciones generales a un gas formado a partir de moléculas idénticas de
masa mo. El teorema de Liouville (también valido en la dindmica de la relatividad) nos ensefia que
el elemento de extension de fase de una molécula igual a dxdydzdpdgdr (donde X, y y z son las
coordenadas y h, g, r los momentos correspondientes) es una invariante de las ecuaciones de
movimiento cuyo valor es independiente de la eleccion de coordenadas. Por lo tanto, esto nos lleva
a admitir que el nimero de estados de igual probabilidad representados por un elemento de esta

“¢? N.del T.

*La funcioén termodinamica F = E - TS hoy se nombra como "Energia libre de Helmholtz", para diferenciarla de la
funcién energia libre, debida a J.W. Gibbs cuya expresion es G = H - TS, donde H e la funcién termodinémica
"entalpia”. N. del T.
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extension de fase es proporcional a su magnitud. Esto lleva inmediatamente a la ley de distribucién
de Maxwell que da el nimero de &tomos cuyo punto representativo cae en el elemento
dxdydzdpdqdr:

dn=Cte.xe ¥Tdxdydzdpdqdr

w es la energia cinética de cada uno de esos atomos.

Supongamos que las velocidades son lo suficientemente bajas como para legitimar el uso de la
dindmica clésica, entonces encontramos:

W= % m,v?> dpdgdr = 4nG*dG

donde G = mov = ,/2m,w es la cantidad de movimiento. Finalmente, el nimero de atomos en el

elemento de volumen cuya energia estd comprendida entre w y w + dw esta dado por la formula
clasica:

_w 3
dn=Cte.xe T4nm,2~/2wdwdxdydz

El Sr. Planck aclar6 como debe llevarse a cabo esta operacion, ella puede expresarse mediante
una integral aplicada a toda la extension de la fase de dimensiones 6N, integral que en si misma es
equivalente al producto de N integrales sextuples extendidas a la fase de cada molécula; pero se
debe tener presente, que se debe dividir el resultado por N!, debido a la identidad de las moléculas.
Calculando asi la energia libre, deducimos la entropia y la energia mediante las relaciones
termodinamicas clasicas.

S=E E=F+TS
oT

Para realizar los célculos, es necesario especificar cual es la constante cuyo producto por el
elemento de extensién de fase da el nimero de estados igualmente probables representados por
puntos de este elemento. Este factor tiene las dimensiones de la inversa del cubo de una accion. El
Sr. Planck determiné esto mediante la siguiente suposicidén un tanto desconcertante. "La extension
de fase de una molécula se divide en células de igual probabilidad cuyo valor es finito e igual a h®".
Podemos decir que dentro de cada celda hay un Unico punto cuya probabilidad no es cero, o que
todos los puntos en la misma celda corresponden a estados que son fisicamente indistinguibles. La
hipdtesis de Planck lleva a escribir para obtener energia libre:

N

11 A
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= —NKT log %J“”‘J‘ Ij% e ¥Tdxdydzdpdqdr

efectuando la integracion, encontramos:

3
F = Nm,c?—kNT Iog[%(anokT)z} (V= volumen total del gas)

Por lo tanto

5

2 3
S = kN log f\l—;/s(anokT)z

E = Nm,c® +gkNT

Al final de su libro "Warmestrahlung” (4% ed.), Planck muestra cémo deducir la "constante
quimica” involucrada en el equilibrio de un gas con su fase condensada. Las mediciones de esta
constante quimica proporcionaron un fuerte apoyo al método de Planck.

Hasta ahora no hemos hecho intervenir ni la Relatividad ni nuestras ideas sobre la conexion de la
dindmica con la teoria de ondas. A continuacién, descubriremos como se modifican las formulas
anteriores mediante la introduccion de estos dos conceptos.

I1 - NUEVO DISENO DEL EQUILIBRIO ESTADISTICO EN UN GAS.

Si el movimiento de los atomos gaseosos va acompafiado de una propagacion de ondas, el
recipiente que contiene el gas sera surcado en todas las direcciones por estas ondas. Naturalmente,
esto nos lleva a considerar, como en la concepcion de la radiacion del cuerpo negro desarrollada por
el Sr. Jeans, que las ondas de fase que forman los sistemas estacionarios (es decir, resonantes en las
dimensiones del recinto) son las Unicas estables; ellas solas intervendrian en el estudio del equilibrio
termodinamico. Esto es algo analogo a lo que encontramos con respecto al &tomo de Bohr; aqui
también, las trayectorias estables fueron definidas por una condicion de resonancia y las otras
trayectorias debian considerarse normalmente impracticables en el atomo.
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Uno podria preguntarse como pueden existir sistemas de ondas de fase en un gas estacionario, ya
que el movimiento de los &tomos se ve constantemente perturbado por sus chogques mutuos. Primero
podemos responder que gracias a la falta de coordinacién del movimiento molecular, el nimero de
atomos desviados de su direccion original durante el tiempo dt por efecto de los choques se
compensa exactamente por el nimero de aquellos cuyo movimiento se reduce por dicho efecto en la
misma direccion; en resumen, todo sucede como si los atomos estuvieran describiendo una
trayectoria rectilinea de una pared a la otra, ya que su identidad de estructura prescinde de tener en
cuenta su individualidad. Ademas, durante el periodo de recorrido libre, la onda de fase puede viajar
varias veces la longitud de un contenedor, incluso de uno de gran dimension. Si, por ejemplo, la
velocidad promedio de los 4tomos de un gas es de 10°cm/s y la trayectoria promedio de 10°cm, la
velocidad promedio de las ondas de fase sera c?/v = 9 x 10%cm/s y durante el tiempo 107° segundos
necesarios en promedio para un recorrido libre, aumentara en 9 x 10°cm o 9 kilémetros. Por lo
tanto, parece posible imaginar la existencia de ondas de fase estacionarias en una masa de gas de
equilibrio.

Para comprender mejor la naturaleza de las modificaciones que vamos a tener que hacer a la
mecanica estadistica, primero consideraremos el caso simple donde las moléculas se mueven a lo
largo de una linea AB de longitud | mientras se reflejan en A y B. Se supone que la distribucion
inicial de posiciones y velocidades se establece por casualidad. La probabilidad de que una
molécula esté en un elemento dx de AB es, por lo tanto, dx/I. En el disefio clasico, también debemos
tomar la probabilidad de una velocidad entre v y v + dv proporcional a dv, de modo que, si
constituimos una extension en fase tomando como variables x y v, todos los elementos iguales dxdv
también seran probables. Es bastante diferente cuando presentamos las condiciones de estabilidad
consideradas anteriormente. Si las velocidades son lo suficientemente bajas como para permitir que
se omitan los términos debidos a la relatividad, la longitud de onda vinculada al movimiento de una
molécula cuya velocidad es v, sera:

c
2
m,c° myv
h
y la condicién de resonancia se escribira:
h
l=PA=n— (n entero)
myv
. h
Haciendo ——=V,, resulta
ol
V=nvo

Por lo tanto, la velocidad solo puede tomar valores iguales a los maltiplos enteros de vo. La
variacion on del nimero entero n correspondiente a una variacion dv de la velocidad da el numero

141



Temas de Mecanica Cuantica

de estados de una molécula compatible con la existencia de ondas de fase estacionarias.
Inmediatamente vemos que

8n=m—°|8v
h

Por lo tanto, todo sucederia como si, a cada elemento dxdv de la extension en fase, corresponderian

TOSXSV estados posibles, que es la expresion clésica del elemento de extension en fase dividida

por h. El examen de valores numéricos muestra que, incluso, un valor de év extremadamente
pequefio para la escala de nuestras mediciones experimentales, corresponde a un intervalo grande de
dn; cualquier rectangulo, incluso uno muy pequefio de la extension en fase corresponde a una gran
cantidad de valores "posibles" de v. Por lo tanto, en los célculos, podemos en general tratar la

cantidad %é‘msv como un diferencial. Pero, en principio, la distribucion de puntos representativos

ya no es como lo imagina la Mecanica Estadistica; sino que es discontinuo y supone que, por la
accion de un mecanismo aun imposible de especificar, los movimientos de los &tomos que estarian
vinculado a sistemas de ondas de fase no estacionarias, se eliminan automaticamente.

Pasemos ahora al caso mas real del gas tridimensional. La distribucion de las ondas de fase en
el recinto serd bastante similar a la dada por la antigua teoria de la radiacion del cuerpo negro para
las ondas térmicas. Como lo hizo el Sr. en ese caso, podemos calcular el nimero de ondas
estacionarias contenidas en la unidad de volumen y cuyas frecuencias estan entre vy v + dv. Para
este numero de ondas estacionarias, distinguiendo la velocidad del grupo U de la velocidad de la
fase V, la siguiente expresion:

va8v

nov=
ATIVE

v es igual a 1 para las ondas longitudinales y a 2 para las ondas transversales. La expresion
anterior no deberia engafiarnos: no todos los valores de n estan presentes en el sistema de ondas v, si
se permite considerar en los calculos, la expresion anterior como un diferencial se debe a que, en
general, en un intervalo de frecuencia muy pequefio, habra una gran cantidad de valores admisibles
para v.

El momentum se obtiene usando el teorema demostrado en el Capitulo primero, paragrafo 1. Aun

atomo de velocidad v = Bc, corresponde una onda que tiene por velocidad de fase V = c/f3, por

2
M,C

Vi-p7

velocidad de grupo U = Bc y por frecuencia v=%x . Si w designa a la energia cinética,

mediante las férmulas de la Relatividad encontramos

2 w
hv=&=moc2+w=moc2(l+a), =7
}1_62 mOC
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n,dw =y U4\1;2 vov= f\—?mocz(l+aL/aia+ 2) dw

Si aplicamos al conjunto de atomos la ley de distribucién candnica demostrada mas arriba,
obtenemos para el nimero de ellos que estan contenidos en un elemento de volumen dxdydz y en
el que la energia cinética estad comprendida entre w y w + dw:

Cte.xyx i}—f moc?(1+ a)falo+ 2)e ¥ dwdxdydz

Para los &tomos materiales, las ondas de fase deben ser anédlogas a las ondas longitudinales, por
razén de simetria, planteemos, por lo tanto, y = 1. Ademas, para estos atomos, excepto unos pocos
(un nmero insignificante a temperaturas habituales), la energia propia moc? es infinitamente mayor
que la energia cinética. Por lo tanto, podemos confrontar 1 + o con la unidad y encontrar el numero
definido anteriormente:

3 w

Cle, %mﬂ ® Vaw e T dwd.edyds =

w w4 dw
G dredydsdpdgdr

= (le e
i e

Se observa gue nuestro método nos lleva a medir el nimero de posibles estados de la molécula
que corresponden a un elemento de su extension en fase, no la magnitud de este elemento sino esta
magnitud dividida por h®. Por lo tanto, justificamos la hipotesis del Sr. Planck y, en consecuencia,
los resultados obtenidos por este cientifico, expuestos anteriormente. Se notard que son los valores
encontrados para las velocidades V y U de la onda de fase lo que permitio llegar a este resultado a
partir de la formula de Jeans.

I11.— EL GAS DE LOS ATOMOS DE LUZ

Si la luz se divide en atomos, la radiacion del cuerpo negro puede considerarse como un gas de
tales atomos en equilibrio con la materia, al igual que el vapor saturado esta en equilibrio con su
fase condensada. Ya hemos demostrado en el Capitulo 111 que esta idea conduce a una prediccién
exacta de la presion de radiacion.

*;? Copia del original. N. del T.

! Sobre el tema de este paragrafo, ver: O. SACKUR, Ann. d. Phys. 36, 958 (1911) et 40, 67 (1913); H. TETRODE,
Phys. Zeitschr., 14, 212, (1913); Ann. d. Phys. 38, 434, (1912); W. H. KEESOM,Phys. Zeitschr. 15, 695, (1914); O.
Stern, Phys. Zeitschr., | 4, 629 (1913); E. BRODY, Zeitschr. f. Phys., 16, 79, (1921).
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Procuremos aplicar a dicho gas de luz la formula general del parrafo anterior. Aqui debemos
establecer y = 2 debido a la simetria de la unidad luminosa sobre la cual insistimos en el Capitulo
IV. Ademas, es muy grande en comparacion con la unidad, si exceptuamos unos pocos atomos en
un namero insignificante a las temperaturas habituales, lo que permite confundir o + 1 y a + 2 con
a. Por lo tanto, obtendriamos para el nimero de atomos por elemento de volumen, una energia entre
hv y h(v + dv):

8r i
Cte.— v’e “Tdvdxdydz
c
y para la densidad de energia correspondiente a las mismas frecuencias:

8rh h
—v’e Tdv
C

u,dv = Cte.

Ademas, seria facil demostrar que la constante es igual a -1 siguiendo un razonamiento
contenido en mi articulo «Quanta de lumiére et rayonnement noir» publicado en el Journal de
Physique en noviembre de 1922.

Desafortunadamente, la ley asi obtenida es la ley de Wien, que es solo el primer término de la
serie que constituye la ley de Planck experimentalmente exacta. Esto no deberia sorprendernos
porque, suponiendo que los movimientos de los &tomos de luz son completamente independientes,
necesariamente debemos llegar a una ley cuyo factor exponencial sea idéntico al de la ley de
Maxwell.

También sabemos que una distribucion continua de energia radiante en el espacio conduciria a la
ley de Rayleigh como lo demuestra el razonamiento de Jeans. Sin embargo, la ley de Planck acepta
las expresiones propuestas por los Sres. Wien y Lord Rayleigh como formas limite, validas
respectivamente para valores muy grandes y muy pequefios del cociente hv/kT. Para encontrar el
resultado de Planck, sera necesario, aqui, hacer una nueva hipdtesis que, sin apartarse de la
concepcion de los cuantos de luz, nos permita explicar cdémo las férmulas clasicas pueden ser
validas en un determinado campo. Establecemos esta hipétesis de la siguiente manera:

"Si dos 0 mas atomos tienen ondas de fase que se superponen exactamente, sobre las que se
puede decir que son transportadas por la misma onda, sus movimientos ya no pueden considerarse
completamente independientes y esos atomos ya no pueden ser tratados como unidades separadas
en los célculos de probabilidad”. Por lo tanto, el movimiento de estos atomos "en la onda"
presentaria cierta coherencia como resultado de interacciones que son imposibles de especificar,
pero que probablemente estén relacionadas con el mecanismo que haria que el movimiento de los
atomos cuya onda de fase no sea estacionaria sea inestable.

Esta hipdtesis de coherencia nos obliga a revisar por completo la demostracion de la ley de
Maxwell. Como ya no podemos tomar cada atomo como un "objeto" de la teoria general, son las
ondas de fase estacionarias elementales las que deben desempefiar este papel. ;A qué Ilamamos
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onda estacionaria elemental? Se puede considerar que una onda estacionaria se debe a la
superposicion de dos ondas de formulas

sin X sin X
2 vt—— 2m| vt + —
cos[ n(v x)ﬂpo} Y cos[ n(v +x)+q’°}

donde ¢o puede tomar todos los valores de 0 a 1. Al dar a v uno de los valores permitidos y a goun
valor arbitrario entre 0 y 1, definimos una onda estacionaria elemental. Consideremos un valor

determinado de oo y todos los valores permitidos de v incluidos en un pequefio intervalo dv. Cada
onda elemental puede transportar 0, 1, 2 ... &tomos y, dado que la ley de distribucién candnica
debe ser aplicable a las ondas consideradas, encontramos el nimero correspondiente de atomos:

Al dar a o otros valores, obtendremos otros estados estables y al superponer varios de estos
estados estables de modo que una misma onda estacionaria corresponda a varias ondas
elementales, aun asi, obtendremos un estado estable. Concluimos que el nimero de atomos cuya
energia total corresponde a frecuencias comprendidas entre vy v + dv es

mec?+w

N dv = Ayf]—? m,c2(1+alala+2dwe <

por unidad de volumen. A puede ser una funcion de la temperatura.

Para un gas en el sentido ordinario de la palabra, mo es tan grande que uno puede descuidar todos
los términos siguientes de la serie y encontramos la formula del parrafo anterior. Para un gas de luz,
ahora encontraremos:

= hv
N, dv= AS—?VZZG KT gy
¢ 1
y, por lo tanto, para la densidad de energia:

N
uvdv=ACn3 v? E e ¥Tdy

1
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Esta es la formula de Planck. Pero debe demostrarse que en este caso A = 1. En primer lugar, A aqui
es, ciertamente, una constante y no una funcion de la temperatura. De hecho, la energia total de la
radiacion por unidad de volumen es:

+00 4 —
J‘u iy < Ax48nh(kT] Zi“
0 c h p

1
y la entropia total est& dada por:
siendo u=f (T) y P = u/3. dS es una diferencial exacta.

La condicion de integrabilidad se escribe

1 du 41du 4 u o 4u du
TdT T 3TdT 3T2 T

Esta es la ley clésica de Stéfan, la que nos obliga a establecer A = Cte. El razonamiento anterior
nos proporciona los valores de la entropia y de la energia libre:

- a TV YL
h

F=U-TS=-A 16“ 4T4v2—*

Queda por determinar la constante A. Si logramos demostrar que es la unidad, habremos
encontrado todas las formulas de la teoria de Planck.

Como dijimos anteriormente, si descuidamos los términos donde p> |, la cosa es facil; la
distribucién de atomos obedece la ley candnica simple

hv

8n -
Ax—v’e KTdv™
C

Podriamos realizar el célculo de la energia libre por el método de Planck como si se tratara de un
gas ordinario Y, al identificar el resultado con la expresidn anterior, encontramos A = 1.

En el caso general, es necesario utilizar un método mas indirecto. Considere el término p-ésimo
de la serie de Planck:

* En la formula de la energia libre de Helmholtz dada mas arriba, represento la funcién energia interna mediante la
letra E. En esta férmula uso el simbolo U pero se trata de la misma funcion energia interna. N. del T.
™ ¢? Probable error de impresion. N. del T.
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8TE 3 _p%
u,,dv = AxC—3 hv'e *Tdv
que también podemos escribir
hv

Ax f?’_np hv’e  Tdv pxhv

que permite decir:

"La radiacion del cuerpo negro puede considerarse como la mezcla de una infinidad de gases,
cada uno de los cuales se caracteriza por un valor entero p y goza de la siguiente propiedad: el
namero de estados posibles de una unidad gaseosa situada en un elemento de volumen dxdydz y que

tiene un energia entre phv y ph(v + dv) es igual a C83—npv2dvdxdydz". Por lo tanto, podemos calcular

la energia libre por el método del primer parrafo. Obtenemos:

Np

°° - 1 * 8 , o
F=) F,=—kT ) logl—|V| S-v% “Tdv
n,! o C°P
1 1

A3—vze v = Ax— ———V

_v 8w —pv 16m kT3 1
p o C p C h3 p4

Por lo tanto

F=-A 136“3 KT*log| £ Z i4v
c’h A p
1
y, por identificacion con la expresion anteriormente encontrada:

S
| — =1 A=1
OQ(A)

Esto es lo que queriamos demostrar. Por lo tanto, la hipotesis de coherencia adoptada anteriormente
nos ha llevado a nuestro destino evitando llegar a fallar en la ley de Rayleigh o en la de Wien. El
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estudio de las fluctuaciones de la radiacion del cuerpo negro nos proporcionard una nueva prueba de
su importancia.

IV.— LAS FLUCTUACIONES DE LA ENERGIA EN LA RADIACION DEL CUERPO
NEGRO.

Si los "granos" de energia de valor g se distribuyen en grandes cantidades en un determinado
espacio y sus posiciones varian constantemente de acuerdo con las leyes del azar, un elemento de

volumen normalmente contendrd A granos, cuya energia serd E =1q. Pero el valor real de n se

desviara constantemente de A y tendremos, i =(n—n)’ de acuerdo con un teorema conocido de
teoria de la probabilidad. En consecuencia, la fluctuacion cuadratica media de la energia sera:

&’ =(n-n)q’ =ng’ = Eq

Por otro lado, sabemos que las fluctuaciones de energia en un volumen V de radiacion del cuerpo
negro se rigen por la ley de la Termodinamica estadistica:

& = kray 4av)
aT

en la medida en que se relacionan con el intervalo de frecuenciasv, v + dv. Si aceptamos la ley de
Rayleigh:

o c (Vuvdv)2
" 8nvidv

8nk -
uv = 3 V2T y 82
C

y este resultado, como cabria esperar, coincide con el proporcionado por el calculo de la
interferencia realizada de acuerdo con las reglas de la teoria electromagnética.

Si, por el contrario, adoptamos la ley de Wien que corresponde a la hipdtesis de una radiacion
formada por atomos completamente independientes, encontramos:

- d (8rh , .
€ =kT2\/ﬁ Ve KTav | = (uVdv)hv

Formula que se deduce también de g2= Ehv.

!La théorie du Rayonnement noir et les quanta, InformedelSr. EINSTEIN, p. 419.Les théories statistiques
enthermodynamique, Conferenciasdel Sr. H. A. LORENTZ en el Collégede France, Teubner, 1916, pp. 70 et 114.
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Finalmente, en el caso real de la ley de Planck, llegamos, como Einstein not6 por primera vez, a la
expresion:

7 c? (Vuvdv)2
g? = (uvdv)hv + Srvidv Vv

y, aplicando a cada tipo de agrupacion, la formula g = nqg* obtenemos:

0

g = Z npvvdv( phv)’

1

Naturalmente, esta expresion es basicamente idéntica a la de Einstein; solo que la forma de
escribirla es diferente. Pero el interés radica en que nos lleva a la siguiente afirmacion: "También
podemos evaluar correctamente las fluctuaciones de la radiacion del cuerpo negro sin recurrir a la
teoria de la interferencia, sino al introducir la coherencia de los atomos unidos a una misma onda de
fase ".

Por lo tanto, parece casi seguro que cualquier intento de conciliar la discontinuidad de la energia
radiante y la interferencia deberia implicar la suposicion de coherencia del altimo parrafo.

APENDICE AL CAPITULO V
Sobre los cuantos de luz.

Hemaos propuesto considerar los atomos de luz como pequefios centros de energia caracterizados
por una masa propia muy baja mo y animados con velocidades generalmente muy cercanas a c, de
modo que exista entre la frecuencia v, la masa propia me y la velocidad c la relacién:

2
m,C
hy = —=2

-

de donde deducimos

Esta vision nos llevo a notables concordancias sobre el efecto Doppler y la presion de radiacion:

Desgraciadamente, ella plantea una gran dificultad: para frecuencias v cada vez mas bajas, la
velocidad Bc de la energia radiante se haria cada vez mas pequefia, se anularia para hv = moc? y
luego se volveria imaginaria (?). Esto es aun mas dificil de admitir que, en el campo de las
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frecuencias muy bajas, uno deberia esperar encontrar las conclusiones de las viejas teorias que
asignan a la energia radiante la velocidad c.

Esta objecion es muy interesante porque llama la atencién sobre la transicién de la forma
puramente corpuscular de la luz, que se manifiesta en el dominio de las frecuencias altas a la forma
puramente ondulatoria para frecuencias muy bajas. En el Capitulo VII, hemos demostrado que la
concepcién puramente corpuscular conduce a la ley de Wien, mientras que, como es bien sabido, la
concepcién puramente ondulatoria conduce a la ley de Rayleigh. Me parece que el pasaje de una a
otra de estas leyes deberia estar estrechamente relacionado con las respuestas, que pueden hacerse a
la objecidn expuesta anteriormente.

Con la esperanza de proporcionar una solucion satisfactoria, prefiero desarrollar, a modo de
ejemplo, una idea sugerida por las reflexiones anteriores.

En el capitulo VII, mostré que era posible interpretar la transicion de la ley de Wien a la ley de
Rayleigh, al concebir la existencia de conjuntos de atomos de luz relacionados con la propagacion
de una misma onda de fase. Insisti en la semejanza que tal onda portadora tomaria muchos cuantos
de la onda clasica y que el nimero de cuantos creceria indefinidamente. Sin embargo, en el disefio
expuesto en el texto, este parecido estaria limitado por el hecho de que cada “grano” de energia
retendria una masa mo muy pequefia, pero finita, mientras que la teoria electromagnética atribuye a
la luz una masa propia igual a cero. La frecuencia de la onda con mdltiples centros de energia
estaria determinada por la relacion:

2
m,C

Vi-p

donde mo es la masa propia de cada uno de los centros: esto parece necesario para tomar en cuenta
la emision y absorcién de energia en cantidades finitas. Pero quizas podriamos suponer que la masa
de los centros de energia vinculados a una misma onda difiere de la masa propia mg de un centro
aislado y depende de la cantidad de otros centros con los que estan interactuando. Entonces
tendriamos:

hv =

= f(p) conf(l)=m,

designando por p el nimero de centros transportados por la onda de fase. La necesidad de recurrir a
las formulas del electromagnetismo para frecuencias muy bajas llevaria a suponer que f (p) es una
funcion decreciente de p que tiende hacia 0 cuando p tiende hacia el infinito. La velocidad de todos
losp centros que forman una onda seria entonces:
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Para frecuencias muy altas, p casi siempre seria igual a 1, los granos de energia estarian
aislados, tendriamos la ley de Wien para la radiacion del cuerpo negro y, para la velocidad de la

2 .4
] ' ] . / m,"c
energia radiante, tendriamos la formula del texto: g = 1—# .
A%

Para frecuencias muy bajas, p siempre seria muy grande, los granos se unirian en grupos muy
numerosos en la misma onda. La radiacion del cuerpo negro obedeceria la ley de Rayleigh y la
velocidad tenderia a ¢ cuando v tenderia a 0.

La hipotesis anterior destruye de alguna manera la simplicidad del disefio del "cuanto de luz",
pero esta simplicidad ciertamente no se puede preservar completamente si queremos poder conectar
la teoria electromagnética con la discontinuidad revelada por los fenémenos fotoeléctricos. Me
parece que esta conexion se obtendria mediante la introduccion de la funcion f (p) porque, para una
energia dada, una onda tendra que incluir un nimero p de granos cada vez mas grande cuando
disminuyen v e hv; Cuando la frecuencia se vuelve cada vez méas débil, el nimero de granos debe
aumentar indefinidamente, su masa propia tenderia a 0 y su velocidad hacia c, para que la onda que
los transporta sea cada vez mas analoga a la onda electromagnética.

Hay que admitir que la estructura real de la energia de la luz sigue siendo muy misteriosa.

RESUMEN Y CONCLUSIONES.

En una rapida historia del desarrollo de la Fisica desde el siglo XVII y, en particular, de la
Dinamica y de la Optica, hemos demostrado cémo el problema de los cuantos estaba de alguna
manera contenido como germen del paralelismo entre las concepciones corpusculares y
ondulatorias de la radiacion; luego recordamos con qué intensidad fue aumentando cada dia, la
nocion de los cuantos hasta imponerse en la atencidn de los cientificos del siglo XX.

En el Capitulo I, hemos admitido como postulado fundamental la existencia de un fenémeno
periddico vinculado a cada pieza aislada de energia y dependiente de su propia masa a la relacion
Planck-Einstein. La teoria de la relatividad nos mostro la necesidad de asociar el movimiento
uniforme de cualquier movil con la propagacion, a velocidad constante, de una determinada “onda
de fase" y pudimos interpretar esta propagacion considerando el espacio-tiempo de Minkowski.

En el capitulo Il, analizando la cuestién en el caso mas general de un cuerpo cargado
eléctricamente que se mueve con un movimiento variado en un campo electromagnético, hemos
demostrado que, segun nuestras ideas, el principio de minima accién, en su forma maupertuisiana, y
el principio de concordancia de fase debido a Fermat bien pueden considerarse dos aspectos de una
sola ley. Esto nos llevo a concebir una extension de la relacidén cuéntica a la velocidad de la onda de
fase en el campo electromagnético. Obviamente, esta idea de que el movimiento de un punto
material siempre oculta la propagacion de una onda, necesitaba ser estudiada y completada, pero, si
uno lograra darle una forma completamente satisfactoria, representaria una sintesis de 'gran belleza
racional.
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La consecuencia mas importante que se puede extraer de esto se explica en el Capitulo III.
Después de recordar las leyes de estabilidad de las trayectorias cuantificadas como resultado de
numerosos trabajos recientes, hemos demostrado que pueden interpretarse como la expresion de la
resonancia de la onda de fase a lo largo de trayectorias cerradas o casi cerradas. Creemos que esta es
la primera explicacion fisicamente plausible ofrecida para las condiciones de estabilidad de Bohr-
Sommerfeld.

Las dificultades planteadas por los desplazamientos simultdneos de dos centros eléctricos se
estudian en el capitulo 1V, en particular en el caso de los movimientos circulares del nucleo vy el
electrén alrededor de su centro de gravedad en el &tomo de hidrégeno.

En el Capitulo V, guiados por los resultados obtenidos previamente, buscamos representar la
posibilidad de una concentracion de energia radiante alrededor de ciertos puntos singulares y
mostramos qué profunda armonia parece existir entre los puntos de vista opuestos de Newton y
Fresnel, la que se revelara por la identidad de muchas de sus predicciones. Encontramos que la
teoria electromagnetica no se puede preservar por completo en su forma actual, su reelaboracion es
un trabajo dificil, por lo que sugerimos a este respecto una teoria cualitativa de interferencia.

En el Capitulo VI, resumimos las diversas teorias sucesivas sobre la dispersion de rayos X y
rayos y por cuerpos amorfos con particular énfasis en la teoria muy reciente de los Sres. P. Debye y
A.H. Compton, que parece lograr que la existencia de cuantos de luz sea casi tangible.

Finalmente, en el capitulo VII, introdujimos la onda de fase en la Mecéanica estadistica, también
encontramos el valor del elemento de extension de fase propuesto por Planck y obtuvimos la ley de
la radiacion del cuerpo negro, asi como ley de Maxwell para un gas formado por atomos de luz, a
condicion de admitir una cierta coherencia entre los movimientos de ciertos &tomos, coherencia en
la cual el estudio de las fluctuaciones de energia también parece mostrar interés.

En resumen, he desarrollado nuevas ideas que quizas puedan ayudar a acelerar la sintesis
necesaria que, una vez mas, unifique la Fisica de la radiacion hoy tan extrafamente dividida en dos
dominios donde prevalecen dos concepciones respectivamente opuestas: la corpuscular y la
ondulatoria. Previ que, si supiéramos cémo analizarlos correctamente, los principios de la Dindmica
de puntos materiales, sin duda, se presentarian como expresiones de propagacion y concordancias
de fase e intenté, lo mejor que pude, extraer de ellos, la explicacion de una serie de interrogantes
planteados por la Teoria cuantica. Al intentar este esfuerzo, he llegado a algunas conclusiones
interesantes que quizas nos permitan lograr resultados mas completos al continuar por el mismo
camino. Pero primero seria necesario constituir una nueva teoria electromagnética que se ajuste
naturalmente al principio de Relatividad, dando cuenta de la estructura discontinua de la energia
radiante y de la naturaleza fisica de las ondas de fase, dejando finalmente a la teoria de Maxwell-
Lorentz un caracter de aproximacion estadistica que explicaria la legitimidad de su uso y la
precision de sus prondsticos en una gran cantidad de casos.

Intencionalmente dejé vagas las definiciones de la onda de fase y el fendmeno periddico del
cual seria de alguna manera la traduccién, asi como la del cuanto de luz. Por lo tanto, la presente
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teoria deberia considerarse mas bien como una forma cuyo contenido fisico no esta completamente
especificado que como una doctrina homogénea constituida definitivamente.

APENDICE C.
EL CONTENIDO FISICO DE LA CINEMATICAY LA MECANICA CUANTICA."

Werner Heisenberg

En primer término, se establecen definiciones exactas de los términos posicién, velocidad,
energia, etc. (por ejemplo, para un electrén) que también son véalidos en la Mecanica Cuantica.
Se muestra que las cantidades candnicamente conjugadas sélo se pueden determinar
simultdneamente con una indeterminacion caracteristica (81). Esta indeterminacion es la base
real para la aparicion de relaciones estadisticas en la Mecanica Cuantica. Su formulacion
matematica viene dada por la teoria de Dirac-Jordan (82). Partiendo de los principios béasicos asi
obtenidos, se muestra cdmo se pueden entender los procesos microscopicos a través de la

* "Uber den anschaulichen Inhalt der quantentheoretischen Kinematik und Mechanik", Zeitschrift fiir Physik, 43,
172 - 198, 1927).
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Mecénica Cuantica (83). Para ilustrar la teoria, se discuten algunos experimentos imaginarios
especiales (84).

Creemos que entendemos el contenido fisico de una teoria cuando podemos ver sus
consecuencias experimentales cualitativas en todos los casos simples y cuando al mismo tiempo
comprobamos que la aplicacion de la teoria nunca contiene contradicciones internas. Por ejemplo,
creemos que entendemos el contenido fisico del concepto de Einstein de un espacio tridimensional
cerrado porque podemos visualizar consistentemente las consecuencias experimentales de este
concepto. Por supuesto, estas consecuencias contradicen nuestras concepciones fisicas cotidianas
del espacio y del tiempo. Sin embargo, podemos convencernos de que la posibilidad de emplear
conceptos cotidianos de espacio y de tiempo a distancias cosmoldgicas, no puede justificarse ni
mediante la I6gica ni por medio de la observacion. La interpretacion fisica de la Mecénica Cuéntica
todavia esta llena de discrepancias internas, que se evidencian en argumentos contrapuestos como
teoria de la continuidad versus la discontinuidad y comportamiento como particula versus
comportamiento como onda. Ya a partir de esta circunstancia, uno podria concluir que no es posible
una interpretacion de la Mecanica Cuantica que use conceptos cinematicos y mecanicos comunes.
Por supuesto, la Mecanica Cuantica surgié precisamente del intento de romper con los conceptos
cinematicos ordinarios y poner en su lugar relaciones entre nimeros concretos y determinables
experimentalmente. Por otro lado, dado que esto parece exitoso, el esquema matematico de la
Mecanica Cuantica no requerira revision. Tampoco sera necesaria una revision de la geometria del
espacio-tiempo para espacios y tiempos pequefios, ya que podemos hacer que las leyes de la
Mecanica Cuantica aniquilen las arbitrarias leyes clasicas, incluso si es asi, eligiendo las leyes
suficientemente dificiles.

Por otro lado, dado que esto parece exitoso, el esquema matematico de la mecénica cuantica no
requerird revision. Tampoco sera necesaria una revision de la geometria del espacio-tiempo para
espacios y tiempos pequefios, ya que podemos hacer que las leyes de mecanica cuantica aniquilen
las arbitrarias clasicas, incluso si aun es asi, eligiendo las suficientemente dificiles.

Igualmente, innecesaria es una revision de la geometria del espacio-tiempo a distancias y
tiempos pequefios, ya que podemos hacer que las leyes de Mecéanica Cuantica se aproximen a las de
la Mecéanica Clasica de manera arbitraria al elegir masas suficientemente grandes, incluso cuando se
cuestionen distancias y tiempos arbitrariamente pequefios. Pero que es necesaria una revision de los
conceptos cinematicos y mecanicos, resulta directamente de las ecuaciones basicas de la Mecanica
Cuantica. Si se tiene una cierta masa m, en nuestra opinion habitual, tiene sentido hablar de la
ubicacién y la velocidad del centro de gravedad de esa masa m. Sin embargo, en Mecénica Cuantica
deberia haber una relacion pgr — gp = h/2xi entre la masa, la posicion y la velocidad. De modo que
tenemos buenas razones contra el uso acritico de esas palabras "posicion” y "velocidad". Si uno
admite que las discontinuidades son, de alguna manera, tipicas para procesos en espacios y tiempos
muy pequefios, entonces la evidencia de una falla de los términos "posicion™ y "velocidad" es
incluso inmediata.
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Fig. 1. Fig. 2.

Si se considera, por ejemplo, el movimiento unidimensional de una particula, entonces, en la teoria
de la continuidad, se podria dibujar (Fig. 1) una linea x (t) para la trayectoria de la particula (mas
precisamente, de su centro de gravedad), cuya tangente da la velocidad en cada instante. En
contraste, en una teoria basada en la discontinuidad, en lugar de esta curva, podria haber una serie
de puntos en separacion finita (Fig. 2). En este caso, no tiene sentido hablar de una velocidad en una
posicion A) porque una velocidad solo puede definirse por dos posiciones y B), por el contrario,
porque cualquier punto esta asociado con dos velocidades. Por lo tanto, surge la pregunta de si, a
través de un analisis mas preciso de estos conceptos cinematicos y mecanicos, podria ser posible
aclarar las contradicciones evidentes hasta ahora en las interpretaciones fisicas de la mecanica
cuantica y llegar a una comprension fisica de las formulas de mecanica cuantica.®

81. Conceptos: Posicion, Trayectoria, Velocidad, Energia.

Para seguir el comportamiento cuantico de un cuerpo, se debe conocer su masa Yy Sus
interacciones con cualquier campo u objeto. Solo entonces podremos establecer la funcion
Hamiltoniana del sistema cuantico. (En general, las siguientes consideraciones se referiran a la
Mecanica Cuantica no-relativista, ya que las leyes de la electrodinamica cuéntica ain no son
completamente conocidas).

@ El presente trabajo ha surgido de los esfuerzos y deseos que otros investigadores ya han expresado claramente,
antes del desarrollo de la mecénica cuéantica. Aqui Ilamo la atencidn especialmente a los documentos de Bohr sobre los
postulados bésicos de la teoria cuantica (porejemplo, Zeits. F. Physik, 13, 117 [1923]) y las discusiones deEinstein
sobre la conexion entre campos de ondas y los cuantos de luz. W. Pauli ("Quantentheorie”, Handbuch der
Physik,Vol.XXIIl, citado en lo sucesivo como l.c.) es quien analiza los problemas que se tratan aqui mas claramente en
los Gltimos tiempos. La Mecénica cuantica ha cambiado solo ligeramente la formulacion de estos problemas dada por
Pauli. También es un placer especial agradecer al Sr. Pauli por los repetidos estimulos que he recibido a través de
nuestras discusiones orales y escritas, los que han contribuido decisivamente al presente trabajo.
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Respecto de la forma esencial (Gestalt) de un objeto, cualquier otra suposicion resulta
innecesaria. Uno de los empleos més Utiles de la palabra Gestalt es para designar la totalidad de
dichas interacciones.

Cuando se desea aclarar lo que se debe entender por las palabras "posicién de un objeto"; por
ejemplo, la de un electron (relativo a un marco de referencia dado), entonces tenemos que
especificar los experimentos definidos para determinar esa posicion del electron, de lo contrario la
palabra “posicién” carece de sentido. No hay limite para el numero de experimentos para
determinar la “posicion del electron” con cierta precision arbitraria. Esto se puede lograr, por
ejemplo, mediante la iluminacion de un electron y su observacién bajo un microscopio. Por
ejemplo, en principio se podria construir un microscopio de rayos gamma y con ese aparato lograr
una determinacién de la posicién con la precision que se desee. Sin embargo, en esta medicion
surgiria una importante complicacion: el efecto Compton. Cada observacion de la luz dispersada
por el electrén presupone un efecto fotoeléctrico (ya sea en el o0jo, en la placa fotogréfica, en la
fotocélula) que se puede explicar de la siguiente manera: cuando un cuanto de luz choca con un
electron, es reflejado o dispersado por él y luego es desviado por la lente del microscopio para
producir el efecto fotoeléctrico. En el mismo instante en que la posicion es conocida, el cuanto de
luz es dispersado por el electron, que cambia su momentum en forma discontinua. Cuanto menor
sea la longitud de onda de la radiacion empleada, tanto mayor sera ese cambio y mas precisa seré la
determinacion de la posicion. De modo que cuanto mas precisa sea la determinacion de la posicion,
tanto mayor serd la modificacion discontinua de su momentum y viceversa. En esta instancia
podemos apreciar una interpretacion fisica directa de la ecuacion pg — gp = h/2rz.Sea q1la precision
con la cual se conoce el valor de g (en cierto modo, q: representa el error promedio de g) en este
caso la longitud de onda de la luz. Sea p: la precision con la cual el valor de p es determinable, esto
es aqui, el cambio discontinuo de p en el efecto Compton. Por consiguiente, de acuerdo con las
leyes elementales del efecto Compton p: y g: satisfacen la relacion:

p1q: ~h (1)

Que esta relacion (1) estd en conexidn matematica directa con la relacion de permutacion pq —
gp =h/2ri se mostrard mas adelante. Cabe sefialar aqui que la ecuacion (1) es la expresion precisa
de los hechos gue se intentaron describir anteriormente dividiendo el espacio de fase en células de
tamario h.

Para determinar la localizacion del electron, también se pueden usar otros experimentos, por
ejemplo, pruebas de impacto. Una medicién precisa de la posicidn requiere impactos con particulas
muy rapidas, ya que con los electrones lentos los fendmenos de difusion, que segin Einstein son
una consecuencia de las ondas de fase de de Broglie (véase, por ejemplo, el efecto Ramsauer)
impiden una determinacion exacta de la posicién. Con una medicién local exacta, el momentum del
electron cambia nuevamente en forma inestable y una simple estimacion de las precisiones con las
formulas de las ondas de de Broglie da, de nuevo, la relacion (1)

A través de esta discusion, el término “posicion del electron” parece estar definido con
suficiente claridad y s6lo afiadiremos unas palabras sobre el “tamafio” del electron. Si dos particulas
muy rapidas impactan, una tras otra, sobre el electron en un brevisimo intervalo de tiempo At, las
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posiciones del electrén, definidas por las dos particulas, estardn muy cerca, una de la otra, a una
distancia dl. De las leyes que se observan para los rayos a, concluimos que la distancia entre ambas
posiciones se puede reducir a tamafios del orden de 10*2cm, si tan solo At es lo suficientemente
pequefio y las particulas se seleccionan con suficiente rapidez. Esto es lo que significa cuando
decimos que el electrén es un corpusculo cuyo radio no es mayor que 10~2cm.

Pasemos ahora al término “trayectoria del electron”. Por orbita entendemos una serie de puntos
en el espacio (en un sistema de referencia dado) que el electrén ocupa como “lugares” uno tras otro.
Como ya sabemos lo que se entiende por “lugar en un instante determinado” no surgen aqui nuevas
dificultades. Sin embargo, es facil entender por que, por ejemplo, la expresion utilizada “orbita del
electron en un atomo de hidrogeno™ carece de sentido desde nuestro punto de vista. Para medir esta
“orbita 1s” el atomo tendria que ser iluminado con luz cuya longitud de onda sea considerablemente
mas corta que 10%cm. Sin embargo, de tal luz, un solo cuanto es suficiente para desplazar,
completamente, al electron de su “Orbita”; (por lo que un solo punto en el espacio podria ser
definido como de tal 6rbita). De modo que la palabra “6rbita” carece de sentido aqui. Esto se puede
concluir a partir de las posibilidades experimentales sin el conocimiento de las teorias mas
recientes.

Por otra parte, la medicion del locus imaginario puede realizarse en muchos atomos en el estado
Is. (los atomos en un determinado estado “estacionario” pueden, en principio, ser aislados mediante
el experimento de Stern — Gerlach). Por lo tanto, para un cierto estado, — por ejemplo, el estado 1s
del aomo, — debe haber una funcion de probabilidad para estimar las ubicaciones de los
electrones, que corresponde a un valor medio de una orbita clasica, promediado entre todas las fases
y que puede establecerse mediante mediciones con cualquier grado de precision. Segun Born® esta

funcion viene dada por \I’ls(Q)Wls(Q) donde wls(q) corresponde a la funcion de onda de
Schrodinger perteneciente al estado 1s, Con Dirac” y Jordan® me gustaria decir, en una

generalizacién posterior: La probabilidad viene dada por S(1s,q) S (1s,q) donde S(1s,q) es la
columna de la matriz de transformacion S(E, q) de E a g, que pertenece a E = E1s (E = energia).

En el hecho de gue en la teoria cuantica sélo se pueden dar funciones de probabilidad acerca de
la ubicacion del electron en un determinado estado, — por ejemplo, 1s, — se puede apreciar, con
Born y Jordan, como un rasgo caracteristico de la teoria cudntica en contraste con la teoria clasica.
Pero también se puede, si se quiere, decir con Dirac que las estadisticas resultaron de nuestros
experimentos. Ya que aparentemente, incluso en la teoria clasica, sélo se podria establecer la

@ La importancia estadistica de las ondas de de Broglie, fue formulada por primera vez por A. Einstein
(Sitsungsber. der preul’. Akad. D. Wissen. 1925, S. 3.); ese elemento estadistico de la Mecanica cuéntica cumple un
papel esencial en M. Born. W. Heisenberg y P. Jordan,Quantenmechanik Il (Zs. F. Phys. 35, 557, 1926)Cap. IV, § 3yen
P. Jordan (Zs. F. Phys. 87,376, 1926);Se presenta en una obra fundamental de M. Born (Zs. f.Phys.,
38,803,1926)analizada mateméaticamente y utilizada para la interpretacion de los fendmenos de choque. El fundamento
del teorema de la probabilidad de la teoria de la transformacion de las matrices se encuentra en las obras de W.
Heisenberg (Zs. f. Phys., 40,501,1926); de P. Jordan (ibid., 40, 661, 1926); W. Pauli (Aum en Zs. f. Phys., 41, 81, 1927);
P. Dirac (Proc. Roy. Soc. (A) 118, 621, 1926); P. Jordan (Zs. f. Phys. 40,809, 1926). En general, el aspecto estadistico
de la Mecénica cudntica es discutido por P. Jordan (Naturwiss. 15, 105, 1927) y por M. Born (Naturwiss, 15, 238,
1927).
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probabilidad de una cierta localizacion de un electron mientras no conozcamos las fases del atomo.
La diferencia entre la Mecénica clasica y la cuantica es mucho méas que eso: Clasicamente, siempre
podemos imaginar la fase determinada por los experimentos precedentes. Pero, en realidad, esto es
imposible, porque cada experimento para determinar la fase, destruye el &tomo o lo modifica. En un
cierto “estado estacionario” del atomo, las fases son, en principio, indeterminadas, lo que puede
verse como una explicacion directa de las ecuaciones conocidas.

Et—tE= " odw—wl ="
2T 2mi

donde J es la variable de accion y w es la variable angulo.

Si estamos en presencia de movimientos sin fuerzas externas, mediante mediciones podremos
definir facilmente el término "velocidad" de un objeto. Podemos, por ejemplo, iluminar el objeto
con luz roja vy, por el efecto Doppler causado por la luz dispersa, calcular su velocidad. La
determinacion de la velocidad sera tanto mas exacta cuanto mas grande sea la longitud de onda de
la luz utilizada, y la variacion de la velocidad de la particula por la cantidad de luz, debida al efecto
Compton, sera tanto mas débil. La determinacién de la posicion se vera afectada por una
incertidumbre correspondiente, de acuerdo con la ecuacion (1).

Si, por ejemplo, en un momento determinado se desea medir la velocidad de un electron en un
atomo, en ese instante deberian desaparecer la carga del nucleo y las fuerzas que ejercen los otros
electrones del atomo para que el movimiento del electron se efectle sin la accion de fuerzas
externas y que se pueda realizar la determinacion descrita mas arriba. Como anteriormente, uno se
puede convencer de que no se puede definir una funcién p(t) para un estado dado de un atomo, por
ejemplo, el estado 1s. Por el contrario, nuevamente, hay una funcién de probabilidad de p en este

estado, que segun Dirac y Jordan tiene el valor S (1s, p) S (1s, p) donde S (1s, p), nuevamente, es
la columna de la matriz de transformacion S (E, p) de E a p que pertenece a E = Es.

Finalmente, son las experiencias las que nos permiten medir la energia o el valor de la variable
de accidn que atrae nuestra atencidn; tales experiencias son especialmente importantes, ya que solo
gracias a ellas podemos definir lo que queremos decir cuando hablamos de variacion discontinua de
energia y de J. Los experimentos de colision de Franck y Hertz permiten reducir, en virtud de la
validez del principio de conservacion de la energia, la medicién de la energia del atomo a la
medicion de la energia de los electrones en movimiento rectilineo. En principio, se puede hacer esta
medicion con la precision que se desee, si solo uno renuncia a determinar simultdneamente la
posicion del electron, es decir, su fase (ver arriba la determinacion de p), de acuerdo con la relacién
Et — tE = h/2wi. El experimento de Stern — Gerlach permite determinar el momento magnético o el
momento eléctrico medio del &tomo, y asi medir cantidades que dependen de la variable de accion J
y solo de ella. En principio, las fases permanecen indeterminadas. Tiene tan poco sentido hablar de
la frecuencia de una fuente de luz en un instante dado como hablar de la energia de un atomo en un
instante dado. A esto corresponde, en el experimento de Stern y Gerlach, el hecho de que la
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precision de la medicion de la energia se vuelve cada vez mas debil a medida que la duracion del
atomo que esta bajo la influencia de la fuerza de la desviacion es corta®.

El limite superior de la fuerza de desviacién viene dado por el hecho de que la energia potencial
vinculada a esa fuerza de desviacion dentro del haz sOlo puede variar en cantidades
considerablemente menores que la diferencia de energia de los estados estacionarios, si fuera
posible determinar la energia de los estados estacionarios. Si E1 es una cantidad de energia que
satisface esta condicion (E: también indica la precision de esa medicion de energia) entonces, Ei/d
es el valor méximo de la fuerza de desviacion cuando d es el ancho del haz de rayos (medido por el
ancho de los diafragmas utilizados).

La desviacion angular del haz atomico es entonces Eat: /dp donde t; denota el periodo de tiempo en
el que los atomos estan influenciados por la fuerza de desviacion, p la cantidad de movimiento de
los &tomos en la direccidn del haz. Esta desviacion debe ser al menos del mismo orden de magnitud
que la divergencia natural del haz causada por la difraccion en el diafragma, para que sea posible
una medicion. La desviacion angular por difraccion es aproximadamente A/d, si A denota la longitud
de onda de De Broglie, es decir

- E.t,

o>

0 como X=E
p

(2)
Et,~h

Esta ecuacién corresponde a la ecuacion (1) y muestra cdmo una medicion precisa de energia
solo se puede obtener al costo de una incertidumbre correspondiente en el tiempo.

8 2. La teoria de Dirac-Jordan. Los resultados de la seccion anterior deben resumirse y
generalizarse mediante esta afirmacion: todos los términos que se usan en la teoria clasica para
describir un sistema mecanico también se pueden definir con precisién para procesos atdmicos
andlogos a los términos clasicos. Los experimentos que sirven para tal definicion, tienen una
vaguedad resultante de la experiencia, si les exigimos que determinen dos cantidades
candnicamente conjugadas de manera simultanea. El grado de esta indeterminacién viene dado por
la relacion (1) (expandida a cualquier tamafio de conjugacion candnica). Aqui tiene sentido
comparar la teoria cuantica con la teoria de la relatividad especial. Segun la teoria de la relatividad,
la frase "al mismo tiempo™ no puede definirse de manera diferente mas que mediante experimentos
en los que la velocidad de propagacion de la luz esta esencialmente involucrada. ¢Habria una
definicién "mas refinada" de simultaneidad? Por ejemplo, usando sefiales que se propagan de
manera infinitamente rapida. Ellas harian imposible la teoria de la relatividad.

Debido a que no existen tales sefiales y a que la velocidad de la luz ya esta incluida en la
definicidon de simultaneidad, se crea espacio para el postulado de la velocidad constante de la luz, y

@ Ver Pauli, I. c., p. 61.
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nn

en este postulado se destaca el uso apropiado de las palabras "posicion", "velocidad", "tiempo™ que
no se contradicen. La situacion es similar con la definicién de los términos: "posicién de los
electrones, velocidad" en la teoria cuantica. Todos los experimentos que podemos usar para definir
estos términos necesariamente contienen la inexactitud dada por la ecuacion (1), incluso si también
nos permiten definir exactamente los términos individuales p y g. Si hubiera experimentos que
permitan simultdneamente una determinacion "mas refinada™" de p y g, entonces toda la mecénica
cuéntica sea imposible. La ecuacion (1) da el unico espacio para la validez de las relaciones de
intercambio mecénico cuéntico.

_gp="
PA-0p =

La ecuacién (1) hace posible esta ecuacion, sin que el significado fisico de las cantidades p y q
deba ser modificado.

La ecuacion (1) hace posible la expresion de esta ecuacion y habilita la ecuacion (2) sin tener
que cambiar el significado fisico de las cantidades p y g.

Para aquellos fendmenos fisicos cuya formulacion tedrica cuantica ain se desconoce (por
ejemplo, la Electrodindmica), la ecuacion (1) constituye un requisito que puede ser util para
encontrar nuevas leyes. Para la Mecanica cuantica, la ecuacion (1) puede derivarse de la
formulacion de Dirac - Jordan mediante una ligera generalizacion. Si determinamos la posicion g de
un electrén como g' con un valor determinado m de cualquier parametro con una precision de qu,
podemos expresar este hecho mediante una amplitud de probabilidad S (g,n) que sera notablemente
diferente de cero en un area de dimension aproximada q: alrededor de q’. Esto lo podemos expresar
mas especificamente

(a-q)
entonces SS es proporcional a e 3 (3)

L_q;)z -8 5 (a-q)
S(q,n) es proporcionala e 2 "

Entonces, para la amplitud de probabilidad propia de p, tenemos

s(. p)=J‘S(n,Q)S(q. p)dg, (4)

Segun Jordan, para S(g, p) podemos escribir

27i(p-p'Ya-a)

S(p.g)=e " (5)

S(p, q) satisface las ecuaciones diferenciales:
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{q-Q'-Lﬁ}S(p,qFO

2mi Op
h 8
_p—9%15(p.q)=0
{p p 2ni6q} (p.q)

Entonces, de acuerdo con (4), S(p,n) difiere sensiblemente de cero solamente para los valores de

2m(p-p' )
p, para los cuales — | es significativamente mayor que 1. En particular, al usar (3) tenemos

(52)

2ni(p-pa_(a-af

S(p,n)es proporcional aje " 20 dq

O sea

.)2

(p—p')2 27, , _ (p—
, entonces S S es proporcionala e °

he]

2
1

S(p,m)es proporcional ae

h
= — 6
plql 21'C ( )

Por lo tanto, la suposicion (3) para S (n, q) corresponde al hecho experimental de que el valor p’
se mide para p y el valor q’ para q [con el limite de precision (6)].

Desde un punto de vista puramente matematico, es caracteristico de la formulacion de la
mecanica cuantica de Dirac-Jordan que las relaciones entre p, q y E, etc. puede escribirse en forma
de ecuaciones muy generales entre matrices, hasta el punto de que cualquier cantidad cuantica
predeterminada aparece como una matriz diagonal. La posibilidad de tal notacién tiene sentido, si
interpretamos intuitivamente las matrices como tensores (por ejemplo, tensores de momento de
inercia) en espacios multidimensionales entre los cuales hay relaciones matematicas. Siempre
podemos colocar los ejes del sistema de coordenadas en los que se expresan esas relaciones
matematicas a lo largo de los ejes principales de uno de estos tensores. Finalmente, también
podemos caracterizar siempre la relacion matematica entre dos tensores A y B mediante las
relaciones de transformacion que convierten un sistema de coordenadas orientado por los ejes
principales de A en otro sistema orientado por los ejes principales de B. Esta ultima formulacion
corresponde a la teoria de Schrédinger. Por otro lado, la formulacion realmente "invariante” de la
mecanica cuantica, que es independiente de todos los sistemas de coordenadas, sera la notacion de
Dirac de los numeros q. Si queremos obtener resultados fisicos de este esquema matematico,
entonces tenemos que asignar nimeros a cantidades cuanticas, es decir, a matrices (0 "tensores" en
el espacio multidimensional).Esto debe entenderse de tal manera que se dé arbitrariamente una
determinada direccion en ese espacio multidimensional (es decir, determinado por el tipo de
experimento realizado) y preguntarse cual de los "valores" de la matriz (por ejemplo, en esta
imagen, ¢cudl es el valor del momento de inercia?) en la direccion predeterminada. Esta pregunta
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solo tiene una respuesta adecuada si la direccion predeterminada coincide con la direccién de uno
de los ejes principales de esa matriz; En este caso, hay una respuesta exacta a la pregunta
formulada. Sin embargo, incluso cuando la direccion predeterminada se desvia solo un poco de uno
de los ejes principales de la matriz, todavia podemos hablar del "valor" de la matriz en la direccién
predeterminada, teniendo en cuenta la imprecisién dada por la inclinacion relativa de las dos
direcciones. Por lo tanto, se puede afirmar: a cada cantidad o matriz cuéntica tedrica se le puede
asignar un nimero que indique su "valor" con un cierto error probable dado; el error probable
dependerd del sistema de coordenadas. Para cada cantidad teérica cuantica, habrd un sistema de
coordenadas en el cual el error probable para esta cantidad desaparece. Por lo tanto, un determinado
experimento nunca puede proporcionar informacion precisa sobre todas las cantidades teoricas
cuénticas, sino que divide las cantidades fisicas en "conocidas" y "desconocidas" (o: cantidades
conocidas con mayor o menor precisién) de una manera que sea caracteristica del experimento. Los
resultados de dos experimentos solo pueden deducirse exactamente si los dos experimentos dividen
las cantidades fisicas de la misma manera en "conocidas" y "desconocidas"(es decir, cuando los
tensores en este el espacio multidimensional que se ha utilizado con frecuencia con fines ilustrativos
se "considera” en los dos experimentos en la misma direccion). Si dos experimentos conducen a
clasificaciones diferentes entre "conocido™ y "desconocido”, entonces la relacion entre los
resultados de cada experimento solo puede darse estadisticamente.

Para una discusion mas precisa de este informe estadistico, procedamos a un experimento
imaginario. Tomemos un haz de &tomos del experimento de Stern — Gerlach que se enviaria primero
a través de un campo F1, tan fuertemente no homogeneo en la direccion del radio que obviamente
provocaria un gran niumero de transiciones en su trayectoria. Luego el haz de atomos evolucionaria
libremente durante un cierto tiempo hasta alcanzar cierta distancia de F1, pero luego comenzaria a
actuar un segundo campo F2, tan “no homogéneo” como F1. Entre F1 y F2 y luego a lo largo de F2,
mediante un campo magnético, seria posible medir el nimero de 4&tomos en los diferentes estados
estacionarios. Las fuerzas de radiacion del haz en estado estacionario se calibran a cero. Si sabemos
que, antes de pasar por F1, el nivel del estado de energia era En, podemos expresar ese hecho
experimental asignandole al &tomo una funcion de onda (por ejemplo, en un espacio p) mediante la
energia determinada E, y la fase indeterminada fn.

2nE B

S(E,.p)=w(E,.pl "

Después de pasar a través de F1, esta funcion se transformara en: ®©

2nE B

s(E,. p)ézcnmw(Em pe " (7)

Aqui los Bm se configuran arbitrariamente, de modo que los cam estén claramente determinados
por F1. La matriz cnm transforma los valores de energia antes de pasar por F1 a los correspondientes
después de pasar por F1. Hagamos una determinacion de los estados estables después de pasar por

@ Cf. P. Dirac, Proc. Roy. Soc (A) 112, 661, 1926 et M. Born, Zeitschrift fir Physik 40, 167, 1926.
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F1, por ejemplo, por un campo magnético no homogéneo, encontraremos con cierta probabilidad
C.nCnyy Que el atomo ha cambiado del estado n al estado m. Si descubrimos experimentalmente que
el atomo realmente ha cambiado al estado m, entonces tendremos que asignarle en todos los

nm=m?

calculos no la funcién E c.S_, sino la funcién Sy mediante una fase indeterminada.

m

Mediante la determinacion experimental, de la multitud de alternativas diferentes (cnm) elegimos
una determinada: m. Pero, al mismo tiempo, como se explicara mas adelante, destruimos todo lo
que todavia estaba contenido en las relaciones de fase entre las cantidades cnm. Cuando el haz
atdmico pasa a través de F2, se repite lo mismo que cuando pasé a través de F1. Sean dnm, los
coeficientes de la matriz de transformacion que transforman las energias antes del paso a través de
F2 en las energias después del paso por F2. Si no se puede determinar el estado entre F1 y F2, la
funcion propia cambia de acuerdo con el siguiente esquema:

S(En , p)L>Z:cnmS(Em , p)L)Zchmcm, d, S(EI , p) (8)

Hacemos E c,d., =e, . Sise determina el estado estacionario del atomo después de F2,

m

encontraremos el estado | con cierta probabilidad ema. Si, por otro lado, la determinacion: "estado

m" se ha hecho entre F1 y F2, la probabilidad de | después de F2 se vuelvedma. Si el
experimento se repite varias veces (en los cuales, cada vez, se determina el estado), se determina el

estado | después de F2 con la frecuencia relativa Z,, = E Com Com i a :

m

Esta expresion no coincide con ema. Por lo tanto, Jordan (l.c.) ha hablado de una
"interferencia de las probabilidades”. No quiero compartir esa opinion. Porque los dos experimentos
que conducen a e, ason, desde el punto de vista fisico, realmente diferentes. En un caso, el

atomo no sufre ninguna perturbacion entre F1 y F2, en el otro se altera por los dispositivos que se
usan para determinar el estado estacionario. La consecuencia es que por estos aparatos la "fase"” del
atomo cambia, en principio, en cantidades incontrolables, de manera similar a la que el momento
cambia cuando se quiere determinar la posicion del electrén (cf. § 1). EI campo magnético usado
para determinar el estado entre F1 y F2 alterara los valores propios de E durante la observacion de
la trayectoria del haz atémico (por ejemplo, en las iméagenes de la camara de niebla de Wilson),
haciendo que los atomos se frenen estadisticamente de manera diferente e incontrolable, y asi

sucesivamente. Solo podemos esperar que la media de e, e, sea la misma en todos estos posibles
cambios de fase e igual a Zn.

Un calculo simple confirma que este es el caso. Asi, a partir de reglas estadisticas definidas,
podemos deducir de un experimento los posibles resultados de otro. Entre las maltiples alternativas,
se elige el otro experimento, muy especifico. Tal eleccion limita las posibilidades de eleccidn para
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todos los experimentos posteriores. Por esta razon, tal interpretacion de la ecuacion para la matriz
de transformacién S o de la ecuacidn de onda de Schrodinger solo es posible porque la suma de las
soluciones todavia representa una solucién. En esto vemos el profundo sentido de la linealidad de
las ecuaciones de Schrodinger. Por esta razon, solo pueden entenderse las ecuaciones de ondas en el
espacio de fases y es por esta razdn que nos gustaria poder rechazar cualquier intento de reemplazar
estas ecuaciones por ecuaciones no lineales, por ejemplo, en el caso relativista (para varios
electrones).

83. La transicion de la micro a la macro-mecéanica.

A través del andlisis de las palabras "posicion de electrones”, "velocidad", "energia", etc.,
Ilevadas a cabo en las secciones anteriores, los términos de cinematica y mecénica tedrica cuantica
me parecen suficientemente claros, de modo que también es posible una comprension clara de los
procesos macroscopicos desde el punto de vista de la mecanica cuéntica. Schrodinger® ya ha
abordado la transicidbn de micro a macro-mecanica, pero no creo que el razonamiento de
Schrddinger vaya a la esencia del problema, por las siguientes razones: Segun Schrédinger, una
superposicion de modos propios puede dar lugar a un paquete de ondas de extension espacial
limitada, que a su vez introduce los movimientos periédicos del “electron™ clasico con cambios
periddicos. Contra eso podemos objetar que, si el paquete de ondas tuviera las propiedades descritas
aqui, se podria desarrollar una serie de Fourier en la cual las frecuencias de los armonicos sean
multiplos enteros de una frecuencia fundamental. Sin embargo, segin la Mecéanica cuantica, las
frecuencias de las lineas espectrales emitidas por el &tomo nunca son multiplos enteros de una
frecuencia fundamental, excepto en el caso especial del oscilador arménico. Por lo tanto, el
razonamiento de Schrédinger solo es aplicable para el oscilador arménico con el que ha tratado, en
todos los demés casos un paquete de ondas se extiende a lo largo del tiempo alrededor del atomo.
Cuanto mayor es el estado de excitacion del atomo, mas lenta es la dispersion del paquete de ondas.
Pero si se espera lo suficiente, sucederd. El argumento dado anteriormente sobre la radiacion
emitida por el atomo se puede usar inicialmente contra toda investigacion que tenga como objetivo
una transposicion directa de la Mecanica cuéntica a la clasica para nimeros cuanticos altos. Por lo
tanto, se han hecho intentos previos para evitar ese argumento llamando la atencion sobre la
amplitud natural de la radiacién de los estados estacionarios; indudablemente incorrecta, en primer
lugar, esta via ya es rechazada para el atomo de hidrogeno debido a la débil radiacion en estados
altos, en segundo lugar, la transicion de la mecanica cuéntica a la clasica debe ser comprensible
incluso sin tomar nada prestado de la electrodindmica. Bohr® ha sefialado repetidamente estas
dificultades conocidas, que se interponen en el camino de una conexion directa entre la teoria
cuantica y la clasica. La razén por la que los hemos vuelto a explicar es que parecen haber sido
olvidados.

Creo que el origen de la clasica "6rbita" puede formularse sucintamente de la siguiente manera:
La "Orbita" solo se crea al tratar de observarla. Por ejemplo, un atomo en el estado nimero 1000 de

WE, Schrodinger, Naturwiss. 14. 664, 1926.
(N. Bohr, Grundpostulate der Quanentheorie, I. c.
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excitacion. En este caso, las dimensiones orbitales son relativamente grandes, por lo que es
suficiente, en el sentido del § 1, para determinar la posicion del electrén usar luz de una longitud de
onda relativamente larga. Si la determinacion de la posicion no es demasiado imprecisa, el retroceso
de Compton dara como resultado que, después de la colision, el &omo esté en cualquier estado de
excitacion, por ejemplo, entre el 950 y el 1050; Al mismo tiempo, el impulso del electrén puede
inferirse del efecto Doppler con una precisidon que puede establecerse a partir de (1).

El hecho experimental dado de esta manera puede obtenerse mediante un paquete de ondas, un
paquete de mejor probabilidad, en un espacio g de un tamafio dado por la longitud de onda de la luz
utilizada, compuesta esencialmente de funciones propias entre las funciones propias 950 y 1050, y
por un paquete correspondiente en caracterizar el espacio p. Después de un tiempo, se realizara una
nueva determinacion de ubicacién con la misma precision. Su resultado solo puede expresarse
estadisticamente de acuerdo con el § 2, ya que todas las ubicaciones probables se encuentran dentro
del paquete de ondas ya ampliado con una probabilidad predecible. Esto no seria de ninguna manera
diferente en la teoria clasica, porque incluso en la teoria clasica, el resultado de la segunda
determinacion de la ubicacion solo puede darse estadisticamente debido a la incertidumbre de la
primera determinacion; Los trenes del sistema de teoria clasica también se extenderian de manera
similar al paquete de ondas.

Podemos caracterizar este hecho experimental dado por un paquete de ondas, 0 mejor, por un
paquete de ondas de probabilidad de presencia en un espacio g de una dimension dada por la
longitud de onda de la luz utilizado, construido esencialmente a partir de las funciones propias entre
el estado 950 y el 1050, y por un paquete correspondiente en un espacio p. Después de cierto
tiempo, se realiza una nueva medicion de posicion con la misma precision. Segun 82, el resultado
de esta medicidn solo se puede dar estadisticamente, ya que todas las posiciones probables caen
dentro del paquete de ondas ahora ampliado. Esto no seria de ninguna manera diferente en la teoria
clasica, porque incluso en la teoria clasica, el resultado de la segunda determinacion de la posicion
solo puede darse estadisticamente debido a la incertidumbre de la primera determinacion; En la
teoria clasica, las orbitas del sistema también se extenderian de manera similar al paquete de ondas.
Sin embargo, las leyes estadisticas en si mismas son diferentes en Mecénica cuantica y en la teoria
clasica. La segunda determinacion de posicion selecciona una cierta "q" especifica de la abundancia
de alternativas y limita las posibilidades para todas las determinaciones posteriores. Después de la
medicion de la segunda posicion, los resultados de las mediciones posteriores solo pueden
calcularse si al electron se le asigna una vez mas un paquete de onda "mas pequefio™ de magnitud
A(longitud de onda de la luz utilizada para observacion). Cada determinacion de una posicion
ubicacion reduce el paquete de ondas a su tamafio original A. Los "valores” de las variables p y q se
conocen con cierta precision durante todos los experimentos. EI hecho de que los valores de p y g
dentro de estos limites de precisidn sigan las ecuaciones de movimiento clasicas, puede derivarse
directamente de las leyes de la Mecanica cuantica.

oH . oH
P o q o (9)

Sin embargo, como ya he dicho, la érbita solo puede calcularse estadisticamente a partir de las
condiciones iniciales, lo que puede verse como resultado de la indeterminacién inherente a las

165



Temas de Mecanica Cuantica

condiciones iniciales. Las leyes estadisticas son diferentes para la Mecéanica cuantica y la teoria
clasica; Bajo ciertas condiciones, esto puede conducir a grandes diferencias macroscépicas entre la
teoria clasica y la teoria cudntica. Antes de discutir un ejemplo de esto, me gustaria usar un sistema
mecénico simple: el movimiento libre de fuerzas de una masa puntual, para mostrar como es la
transicion a la teoria clasica discutida anteriormente formulada matematicamente.

Para un movimiento unidimensional, las ecuaciones del movimiento son:

1, .1 .
=_—p°; d4=—p; p=0. (10)
2m m
Como el tiempo puede tratarse como un pardmetro (como un nimero “c”) si no hay fuerzas
externas que dependan del tiempo, la solucién a estas ecuaciones es:

1
q mpo +00; P=1D (11)

Donde po Y go designan a la cantidad de movimiento y a la posicion en el instante t = 0.

En el tiempo t = 0 (véanse las ecuaciones (3) a (6), el valor go= q' se mide con la precision qx,
po = p' con la precision pi. Para deducir de los "valores” de po y qo el valor de g al instante t,
debemos encontrar, segun Dirac y Jordan, la funcion de transformacion que transforma a todas las
matrices en las que go aparece como una matriz diagonal en aquellas en las que g aparece como una

matriz diagonal. po puede ser reemplazado por el operador Lai en el diagrama de matriz donde
mi 0q,

Qo aparece como una matriz diagonal. Segun Dirac [I. c. ecuacion (11)] la ecuacion diferencial se
aplica a la amplitud de transformacion S (do, q) que satisface a la ecuacion diferencial:

t h 0
{Hz—ma—%wo}s(qo,q)—qs(qo,@ (12)
t h o
0 Ez—mawf(qo—Q)S(qo,q)
0
2nimj(q—q0)dqo
Con la solucion S(q,,q)=Cte.xe ™ (13)

SSes, por lo tanto, independiente de qo, es decir que si en el instante t = 0, go es conocido con
precision entonces, en todo momento t > 0 todos los valores de g son equiprobables, es decir que la
probabilidad de que q esté en una region finita es, después de todo, cero. Sin ir mas lejos, esto ya
estd intuitivamente claro. Entonces, la determinacion precisa de go conduce a un retroceso de
magnitud infinita debido al efecto Compton. Lo mismo se aplicaria naturalmente a cualquier
sistema mecanico tomado arbitrariamente. Sin embargo, si go, en el tiempo t = 0, solo se conoce con
una precision qi y po se conoce con una precision ps [cf. ecuacidn (3)], entonces
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(90-0) 2mi

2 o '( o— ')
S(n’qo)=Cte_xe 2q; P-4

h

Lo que se resuelve en

2mim 1) a’ | (@-9)
S(TLQ)=CtexJ.e " [%[q ) 2] " dg, (14)

Escribiendo la abreviacion

_th
21mq,’

(15)

Entonces el exponencial en (14) se convierte en

1 2 i L t .2
ﬂ“ [rp)- (g (a7 }

El término en g2 se puede colocar en la constante (el factor independiente de q) y la integracion
da

L [reslemar)]

29, 1+l

S(n.,q)=Cte.xe p (16)

rogs-se) (1)

=Cte.xe  2o+#)

De donde
(q—%P'—Q')Z
S(ng)s(na)=Cte.xe * ) (17)

El electron se encuentra asi, en el instante t en la posicion — p'+¢ con una precision g,/1+p° .
m

El paquete de ondas, o mejor, la probabilidad de la presencia del paquete de ondas, ha sufrido una
ampliacion por factor mejor, la probabilidad de presencia del paquete de onda ha sufrido una

ampliacion por factor /1+B*que es, segun (15), proporcional al tiempo t, e inversamente
proporcional a la masa (esto es totalmente plausible) e inversamente proporcional a g:2. Una
precision demasiado alta de go da como resultado una gran imprecision de po Yy, por lo tanto,
conduce a una gran imprecision de g. El parametro n, que presentamos anteriormente por razones
formales, puede omitirse aqui de todas las formulas en las que no participa en el célculo.
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Para ilustrar el hecho de que la diferencia entre las leyes estadisticas clasicas y las de la teoria
cuéntica puede conducir a grandes diferencias macroscépicas entre los resultados de ambas teorias,
discutiremos brevemente el ejemplo de la reflexion de un haz de electrones sobre una red. Si la
constante reticular es del orden de magnitud de las longitudes de onda de De Broglie de los
electrones, entonces la reflexion se produce en direcciones determinadas y discretas del espacio,
como en el caso de la reflexion de la luz sobre una red.

La teoria clasica aqui da algo completamente diferente a nivel macroscopico. A pesar de esto, de
ningin modo podemos ver una contradiccion con la teoria clasica de la trayectoria de un solo
electrén. Podriamos observar una contradiccion si, por ejemplo, pudiéramos dirigir al electrén a una
determinada ubicacion en una red, y luego encontrar que la reflexién aparece de una manera no
convencional. Pero si queremos determinar la posicién del electron de manera tan precisa como
para poder decir dénde se encuentra con esa red, el electron alcanzaré el punto de contacto a una
velocidad muy alta, lo que requiere, para que la reflexién pueda ocurrir, que las longitudes de onda
de De Broglie sean suficientemente cortas. Entonces, la reflexion puede ocurrir y ocurrird,
aproximadamente, en la direccion predicha por la teoria clasica, sin violar las leyes de la teoria
cuantica.

8 4. Discusion de los resultados de otros experimentos imaginarios.

De acuerdo con la interpretacion descriptiva de la teoria cuantica que intentamos aqui, los
tiempos de las transiciones, los "saltos cuanticos”, deben determinarse empiricamente, asi como las
energias en estados estacionarios. De acuerdo con la ecuacion (2), la precision con la que se puede
determinar dicho instante en el tiempo estara dada por h/AE® si AE significa el cambio de energia
asociada al salto cuantico. Imaginemos el siguiente experimento: en un tiempo t = 0 un atomo que
se encuentra en el estado de energia 2, puede pasar al estado normal 1, por radiacion. El atomo
puede realizar la funcién propia de manera andloga a la ecuacion (7) si admitimos que la
amortiguacion de la radiacién se expresa mediante un factor que, en la funcion propia, tiene la
forma e (la dependencia real puede que no sea tan simple).

2miE,t 2miEt

S(t,p)=ew(E, ple " +v1-e*y(E, pl " (18)

Para medir la energia del atomo cuando pasa del estado 2 al estado 1, el mismo pasa a través de
un campo magnético no homogéneo, tal como se hace en la practica en el experimento de Stern —
Gerlach, por lo que el campo no homogéneo debe seguir el radio atdbmico durante una gran parte de
su trayectoria. Podemos medir la aceleracion que adquiere de la siguiente manera: dividimos en
secciones cortas todo el trayecto recorrido por el haz atdmico en el campo magnético, al final de las
cuales se determina la desviacion del haz para cada una. Segun la velocidad del haz atémico, la
divisién en secciones del espacio corresponde a la division de la trayectoria segin pequefios
intervalos de tiempo At. Segln 81 y la ecuacion (2), a un intervalo At le corresponde una precision

@) Comparar con W. Pauli, I. c., p. 12.
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en la energia de h/At. La probabilidad de medir una energia determinada E puede deducirse
directamente de S(p, E) y, por lo tanto, se calcula en el intervalo que va de nAt a (n +1) At

(n+1)At )
2niEt

S(p,E) = S(p,tle " dt
nAt—(n+1)At
nAt

Si encontramos al "estado 2" en el instante (n +1) At, entonces asignaremos al &tomo para todo
lo que sigue, ya no la funcién propia (18), sino méas bien una funcion propia resultante de (18),
donde t se reemplaza por t— (n +1) At. Si, por otro lado, encontramos al “estado 1", entonces
asignaremos desde alli al &tomo la funcion propia

2miEt

\V(El’ p)e_T

Por lo tanto, observaremos en una serie de intervalos At en primer lugar al "estado 2", siguiendo
al "estado 1" sin interrupcion. Para que sea posible una diferenciacion de los dos estados, At no
debe estar por debajo del valor h/AE. Asi podemos determinar con esta precision el instante de
transicion. Para la experiencia que acabamos de imaginar hemos teniendo en cuenta la antigua
formulacion de la teoria cuantica fundada por Planck, Einstein y Bohr, que establece las variaciones
discontinuas de energia. Dado que tal experimento es en principio factible, es posible que estemos
de acuerdo con su resultado.

En los postulados fundamentales de la teoria cuantica de Bohr, la energia de un atomo, al igual
que los valores de las variables de accion J tiene la ventaja sobre otras determinaciones (posicién
del electron, etc.) que siempre podemos expresar su valor numérico. Esta situacién ventajosa que
coloca a la energia por encima de otras cantidades cuanticas, se debe solamente al hecho de que
representa una integral de las ecuaciones de movimiento en sistemas cerrados (la matriz de energia
E es constante). Por otro lado, para sistemas abiertos, la energia no se distingue de ninguna otra
magnitud de la Mecénica cuantica. En particular, podriamos desarrollar experimentos, para los
cuales las fases w del atomo fueran exactamente medibles, pero en los cuales la energia
permaneceria, en principio, indeterminable, de acuerdo con la relacién Jw —-wJ= h/2xi, 0 Jywi~h. Tal
es el caso de la fluorescencia de resonancia. Si sometemos un atomo a radiacion con una frecuencia
natural de, digamos vi2 = (E2 — E1)/h, entonces el &tomo vibra en fase con la radiacion externa, por
lo que, en principio, no tiene sentido preguntarse en qué estado, E1 o E2, el atomo vibra de esta
manera. La relacidn de fase entre el atomo y la radiacidn externa se puede determinar, por ejemplo,
por las relaciones entre un gran nimero de dtomos (experimentos de Woods). Si se prefiere evitar
los experimentos con radiacion, también se puede determinar la relacién de fase mediante la
implementacion de mediciones precisas, dentro del significado del § 1, de las posiciones
electronicas que se efectlen en diferentes instantes en relacidn con la fase de la luz incidente. A un
atomo tomado individualmente se le asigna una “funcioén de onda”

_ 27i(E,t+B) 2miE,t

S(q,t)=Csz(Ez,OI)e "+ 1_C22‘|’1(E11q)e_ " (19)
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Aqui ¢z depende de las fuerzas y B de la fase de la luz incidente. La probabilidad de una
posicion dada g viene dada por

2xi

— — — _Hle,mE)ep] —  +ZE[(E,-Ey )]
S(q,t)S(q,t)=c2\|;2\|;2+(1—c22)q11w1+c2\/1—c22 v, y.e " +y,ye " (20)

En la ecuacion (20) se puede distinguir experimentalmente el término periddico de los términos
no periodicos, ya que las determinaciones de posicion se pueden llevar a cabo en diferentes fases de
la luz incidente.

En un conocido experimento imaginario propuesto por Bohr, los atomos de un haz atémico de
Stern y Gerlach se excitan primero en cierto punto mediante luz irradiada para fluorescencia de
resonancia. Después de una corta distancia, pasan a través de un campo magnético no homogeéneo.
La radiacion emitida por los a&tomos se puede observar en toda la zona, delante y detras del campo
magneético. Antes de que los atomos entren al campo magnético, hay fluorescencia de resonancia
ordinaria, es decir, de manera analoga a la teoria de la dispersion, se debe suponer que todos los
atomos emiten ondas esféricas en fase con la luz incidente. Este Gltimo punto de vista es en
principio opuesto a lo que daria una aplicacion aproximada de la teoria cuantica de la luz o las
reglas bésicas de la teoria cuantica: porque de ella se podria concluir que solo unos pocos atomos se
elevan al "estado excitado™ por la absorcion de un cuanto de luz y toda la radiacion de resonancia
vendria de algunos centros excitados que irradian intensamente. Por lo tanto, antes parecia
razonable sostener que la concepcidn cuantica de la luz solo debe usarse para dar cuenta del
equilibrio entre momentum y energia, y que "en realidad" todos los atomos en el estado
fundamental emiten ondas esféricas débiles y coherentes. Sin embargo, una vez que los atomos han
pasado a través del campo magnético, no cabe duda de que el haz atomico se ha dividido en dos
haces, uno correspondiente a los atomos en el estado basal y el otro a los &tomos en el estado
superior. Si los atomos irradiaran en el estado basal, habria una violacion grave del teorema de la
energia, ya que toda la energia de excitacion estd en el haz de atomos en el estado superior. Aun
menos puede haber alguna duda de que mas alla del campo magnético solo el haz del "estado
superior” emite luz, y de hecho luz incoherente, desde los pocos atomos que irradian intensamente
en el estado superior. Como Bohr ha demostrado, este experimento mental deja particularmente
claro que, a veces, es necesario usar con precaucion el término "estado estacionario™. Desde el
punto de vista de la teoria cuantica desarrollada aqui, una discusion del experimento de Bohr puede
llevarse a cabo sin dificultad. Las fases de los atomos se determinan en el campo de radiacion
exterior, por lo que no tiene sentido hablar de la energia del atomo. Incluso después de que el atomo
haya abandonado el campo de radiacion, no se puede decir que esté en un cierto estado estable si se
pregunta sobre las propiedades de coherencia de la radiacion. Se pueden llevar a cabo experimentos
para verificar el estado del atomo, pero los resultados de esos experimentos solo se pueden
establecer estadisticamente. En realidad, tal experimento se deberia llevar a cabo a través el campo
magnético no homogéneo. Las energias de los atomos, es decir, las fases, se determinan luego de
atravesar el campo magnético y, por lo tanto, son indeterminadas. La radiacion aqui parece ser
incoherente y solo proviene de los &tomos en el estado excitado. EI campo magnético determina las
energias y perturba las relaciones de fase. El experimento mental de Bohr es una muy buena
explicacion de los hechos, incluso de que la energia del &tomo no es, "en realidad", un nimero, sino
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una matriz. El principio de conservacion se aplica a la matriz energética y, por lo tanto, también al
valor de la energia, tan precisamente como se la pueda medir cada vez. La perturbacion de la
relacion de fase se puede seguir matematicamente de la siguiente manera: Sea Q es la coordenada
del centro de gravedad del &tomo. Luego, en vez, de la (19) se le asigna al &tomo la funcién propia:

s((Q.1)s(a,)=5(Q.q.t) (21)

donde S (Q, t) es una funcion que [como S(n, q) en la (16)] difiere de cero solo en la vecindad
reducida de un punto del espacio Q, y que se propaga con la velocidad de los atomos en la direccién
del haz. La probabilidad de una amplitud relativa q para cualquier valor de Q viene dada por la

integral de S (Q, g, t) S(Q, g, t)*, es decir, por (20).Las diferentes desviaciones de la funcion propia
(21), que se producen en los atomos en los estados excitado y fundamental debidas al campo
magnético, se podran calcular y luego de atravesar el campo magnético la funcién propia se
transformara en:

2mi(E, t+B) 2miE;t

S(Q,q,t)= Czsz(Q’t)‘l’z(Ez ’q)e L \/@S(QJ)\I’l(El aQ)e o (22)

S1(Q, t) y S2(Q, t) seran funciones del espacio Q que seran diferentes de cero solo en la vecindad
reducida en un punto; pero este punto es diferente para S: como para Sz. El producto S:S; es, por lo
tanto, cero en todas partes. La probabilidad de una amplitud relativa g para un valor determinado Q
es, entonces

S(Q'q’t)g(Q’q't)zC582§2W2“72+(1_C§)81§1W1“71 (23)

El término periddico de (20) ha desaparecido, y con él la posibilidad de medir una relacion de
fase. El resultado de la determinacion estadistica de la ubicacion siempre serd el mismo,
independientemente de la fase en que se lleve a cabo la incidencia de la luz. Tenemos derecho a
suponer que los experimentos con radiacion, cuya teorizacion ain no se ha llevado a cabo, daran los
mismos resultados en las relaciones de fase entre los &tomos y la luz incidente.

Finalmente, examinemos la relacion entre la ecuacién (2) Eit1 ~ h y un conjunto de problemas,
que Ehrenfest y otros investigadores® discutieron sobre la base del principio de correspondencia, en
dos documentos importantes®.Ehrenfest y Tolman hablan de "cuantificacién débil”, si un
movimiento periddico cuantico es interrumpido por saltos cuéanticos u otras perturbaciones, en
intervalos de tiempo que no pueden extenderse tanto tiempo en comparacion con los periodos del
sistema. En este caso, no solo deben aparecer los valores exactos de energia cuantica, sino también
la energia que se espera, — con una probabilidad a priori especificada cualitativamente mas baja,
— que no se desvia demasiado de los valores cuanticos. En la Mecanica cuantica, este

“En el original falta la barra sobre el término conjugado. (N. del T.)

@ p. Ehrenfest — G. Breit, Zeitschrift fir Physik 9, 207, 1922; P. Ehrenfest — R.C. Tolman, Phys. Rev. 24,287, 1924;
ver también la discusién en N. Bohr, Grundpostulate der Quantentheorie I.c.

@ W. Pauli ha llamado la atencion por ese informe.
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comportamiento debe interpretarse de la siguiente manera: dado que la energia realmente cambia
por perturbaciones externas o saltos cuénticos, cada medicion de energia, para que no sea ambigua,
debe realizarse entre dos perturbaciones. A partir de alli, tenemos un limite superior para t: en el
sentido de §1. Por consiguiente, medimos en valor de energia Eo de un estado cuantizado mediante
la precision en el valor de Ei~h/t;. En consecuencia, la cuestion de saber si el sistema admite
"realmente”, con el peso estadistico minimo correspondiente, los valores E que difieren de Eo, 0 si
su observacion experimental se debe solo a la inexactitud de la medicion, en principio, no tiene
sentido. Si t; es mas pequefio que el periodo del sistema, entonces hablar de estados estacionarios
discretos o valores de energia discretos ya no tiene sentido.

En un contexto similar, Ehrenfest y Breit (I. c.) llaman la atencion sobre la siguiente paradoja:
Un dispositivo rotador, que podriamos imaginar como una rueda dentada, esta provisto de un
dispositivo que, después de f revoluciones, simplemente, invierte el sentido de rotacion. La rueda
dentada, se engancha, por ejemplo, en una cremallera, la que a su vez se puede mover linealmente
entre dos blogues. Después de un cierto nimero de rotaciones, los topes fuerzan a invertir el sentido
de rotacion de dispositivo rotador. El periodo total T en que se produce un cambio en el sentido de
rotacion es largo en relacion al periodo t de la rotacion de la rueda y los niveles de energia discretos
estan separados en forma estrecha y, cuanto mas cerca estan entre si, tanto mayor es el valor de T.
Desde el punto de vista de la teoria cuantica consistente, todos los estados estacionarios tienen el
mismo peso estadistico. Por lo tanto, para un valor de T suficientemente grande, todos los valores
de energia ocurriran con la misma frecuencia, en contraste con lo que se esperaria para el
dispositivo rotador. Podemos agudizar esta paradoja un poco, antes de tratarla desde nuestro punto
de vista. Para constatar si el sistema incluye so6lo los valores discretos de energia correspondientes
al rotador puro, — 0 que son particularmente frecuentes — o si toma todos los valores posibles —
es decir, valores que corresponden a niveles de energia pequefios h/T, — con la misma probabilidad
a un tiempo ti, que es pequefio respecto de T pero >>t, los resultados nos indican que, si bien, para
tales mediciones los periodos grandes no se toman en cuenta, en los hechos parecen expresar que se
pueden dar todos los valores posibles de energia.

En este punto, en contraste con Ehrenfest y Bohr, somos de la opinion que, en tales
experimentos, para determinar la energia total del sistema, realmente, entrarian todos los valores de
energia posibles y que este resultado no se debe a que el periodo T sea grande, sino a la barra
desplazable linealmente. Incluso si el sistema se encontrase en un estado cuya energia fuera idéntica
al valor de la energia de cuantizacion del rotador, la energia total se modificaria facilmente por las
fuerzas externas que actlan sobre la barra que hace mover linealmente al sistema entre los dos
blogues.®

El sistema acoplado, rotador + control del movimiento deslizante, de hecho, muestra una
periodicidad completamente diferente de la del rotador. La solucion de la paradoja radica mas bien
en una circunstancia diferente. Si queremos medir la energia del rotador solo, primero debemos
romper el acoplamiento entre el rotador y el control de movimiento deslizante. En la teoria clasica,
cuando la masa del “deslizador” es suficientemente pequefia, el acoplamiento puede romperse sin

WSeguin Ehrenfest y Breit, esto no puede ocurrir, u ocurre muy raramente, a través de fuerzas que actlan sobre la
rueda.
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un cambio apreciable en la energia; y, en consecuencia, la energia de todo el sistema puede
equipararse a la del rotador. En la Mecanica cuantica, la energia de interaccion entre el “deslizador”
y el rotador es al menos del mismo orden de magnitud que el espaciado de nivel del rotador (incluso
para la masa del deslizador pequefio hay una alta energia de punto cero, asociada con la interaccion
elastica entre el rotador y el deslizador). Al producirse el desacople, el control deslizante y el
rotador toman individualmente sus energias cuanticas caracteristicas. En consecuencia, en la medida
en que podamos medir los valores de energia del rotador solo, siempre encontramos los valores de
energia cuéntica con precision experimental. Sin embargo, incluso para la masa del deslizador
tendiendo a cero, la energia del sistema acoplado es diferente de la energia del rotador. La energia
del sistema acoplado puede tomar todos los valores posibles (consistentes con la cuantificacion
debida a T) con igual probabilidad.

La cinematica cuantica y la mecanica cuantica tedricas, son muy diferentes de las concepciones
habituales. Sin embargo, la aplicabilidad de los términos cinematicos y mecanicos clasicos no
puede deducirse de nuestras leyes del pensamiento ni de la experiencia; a esta conclusion, nos da
derecho la relacion (1) p:q: ~ h. Dado que la cantidad de movimiento, la posicion, la energia, etc. de
un electron son términos definidos con precision, no hay necesidad de desanimarse por el hecho de
que la ecuacion fundamental (1) contenga solo una informacion cualitativa. Como también
podemos pensar cualitativamente en las consecuencias experimentales de la teoria, en todos los
casos simples, ya no deberiamos considerar la mecanica cuantica como contraintuitiva y abstracta®.
Si admitimos esto, también nos gustaria obtener leyes cuantitativas de la Mecanica cuantica,0
directamente de sus conceptos basicos claros, es decir, la relacion (1). Por lo tanto, Jordan intentd
interpretar la (1) como una relacién de probabilidad.

S(q,or')=_“8(q,q')8(q' o e

Sin embargo, no podemos estar de acuerdo con esta interpretacion (§ 2). Mientras tanto, mas
bien pensamos que las leyes cuantitativas solo pueden entenderse a partir de bases intuitivas
empleando el principio de mayor simplicidad. Por ejemplo, si la coordenada X del electrén ya no es
un "namero”, ;qué se puede concluir experimentalmente a partir de la ecuacion (1) ?, entonces, la
hipdtesis mas simple concebible [que no contradice (1)]es que esta coordenada X es un miembro
diagonal de una matriz, cuyos miembros no diagonales se expresan en una incertidumbre o, en el
caso de transformaciones, de otras maneras (véase, por ejemplo, § 4).

@Schradinger describe la Mecanica cuantica como una teoria formal de una abstraccion y una contraintuitividad
aterradoras y repulsivas. Ciertamente, no se puede tener en alta estima el valor debido al poder matemético (y por lo
tanto intuitivo) de las leyes de la Mecénica cuantica que la teoria de Schrédinger ha implementado. Pero, en cuestiones
de principios, de cuestiones fisicas, la intuicién popular de la mecanica ondulatoria, en mi opinion, se ha alejado del
camino correcto como el trazado por los trabajos de Einstein y de Broglie, por un lado, y los de Bohr y la Mecénica
cuantica por el otro.
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La afirmacion de que la velocidad en la direccion X "en realidad" no es un ndmero sino un
elemento diagonal de una matriz, quizas no sea méas abstracta o contraintuitiva que la afirmacion de
que la intensidad del campo eléctrico "en realidad" es el componente temporal de un tensor
antisimétrico ubicado en el espacio-tiempo. La palabra "en realidad" sera aqui tan poco justificada
como en cualquier descripcion matematica de procesos naturales. Tan pronto como uno admite que
todas las cantidades tedricas cuanticas son "en realidad" matrices, las leyes cuantitativas pueden
deducirse sin dificultad.

Si se supone que la interpretacion de la mecénica cuantica que se ha intentado aqui ya es
correcta en sus puntos esenciales, entonces probablemente sea permisible expresar, en pocas
palabras, sus consecuencias fundamentales. No aceptamos que la teoria cuantica, a diferencia de la
teoria clasica, resulte ser una teoria esencialmente estadistica, en el sentido de que solo se pueden
sacar conclusiones estadisticas de datos experimentales exactos. Contradicen este tipo de hipdtesis,
por ejemplo, los experimentos bien conocidos de Geiger y Bothe. En todos los casos donde hay
relaciones en la teoria clasica entre cantidades que se pueden medir efectivamente con precision
(conservacion de energia y momento), esas relaciones, son exactamente anadlogas en la teoria
cuantica. Pero la formulacion precisa del principio de causalidad: "Si conocemos con precision el
presente, podemos prever el futuro”, no es una conclusion, sino una premisa, la que es falsa. En
principio, no podemos llegar a conocer el presente en todos los detalles. Por lo tanto, toda
percepcion es una seleccion de una gran cantidad de posibilidades y una limitacion de lo que es
posible en el futuro. Ahora, dado que el caracter estadistico de la teoria cuéntica estd tan
estrechamente vinculado con la inexactitud de toda percepcion, se podria suponer que detras del
mundo estadistico percibido todavia hay un mundo "real” en el que se aplica la ley causal. Pero
tales especulaciones nos parecen, —Yy la subrayamos expresamente, — estériles y sin sentido. La
Fisica solo debe describir formalmente la conexion entre las percepciones. El verdadero estado de
cosas se puede caracterizar mucho mejor de la siguiente manera: dado que todos los experimentos
estan sujetos a las leyes de la Mecéanica cuantica y, por lo tanto, a la ecuacion (1), la Mecanica
cuantica definitivamente determina la invalidez de la ley causal.

Kopenhagen, Institut fiir theoret. Physik der Universitat.
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Il. OPERADORES Y FUNCIONES DE ONDA

2 — 1. Ecuaciones del movimiento de la Mecéanica Clasica.

Una de las herramientas fundamentales para el estudio de la Mecéanica lo constituye la
abstraccién de punto material. Se entiende por tal, un cuerpo cuyas dimensiones se pueden
despreciar al describir su movimiento. La posibilidad de hacer esta suposicion depende de las
condiciones concretas de cada problema. Asi la Tierra se puede considerar un punto material cuando
se estudian sus movimientos alrededor del Sol, pero no cuando se analiza la rotacion diaria de la
misma.

La ventaja que presenta el uso de la abstraccion del punto material radica en que facilita
enormemente el estudio del movimiento de tales entes y de las ecuaciones que rigen dicho
movimiento.

2 — 2. Coordenadas generalizadas.

La posicion de un punto material en el espacio se define por su radio vector r cuyas
componentes coinciden con sus coordenadas cartesianas X, Y, z. La derivada de r respecto al tiempo
tse llama velocidad

dr
V=—
dt

La segunda derivada d?r/dt es la aceleracion del punto material. Se suele designar la derivada
respecto del tiempo de una magnitud poniendo un punto sobre la letra que caracteriza a dicha
magnitud, por ejemplo

V=i

Para definir la posicion en el espacio de un sistema de N puntos materiales, hay que establecer
su N radios vectores, es decir, 3N coordenadas. En general, el nimero de magnitudes
independientes requeridas para determinar univocamente la posicion del sistema se llama nimero
de grados de libertad del mismo. Estas magnitudes no necesariamente deben ser las coordenadas
cartesianas de todos los puntos materiales, sino que, de acuerdo con las condiciones del problema,
puede resultar mas conveniente elegir otras coordenadas. Se da el nombre de coordenadas
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generalizadas de un sistema de s grados de libertad a las s magnitudes qz, g2, ..., 0s que caracterizan
totalmente a su posicion y el de velocidades generalizadasa sus derivadas g

Como los valores de las coordenadas generalizadas en un instante dado no permiten predecir las
posiciones que tendran los puntos materiales en los instantes sucesivos, no bastan para definir el
“estado mecanico" del sistema en ese instante. Los puntos materiales pueden tener velocidades
arbitrarias y, en funcion de ellas, la posicién que ocupen al cabo de un instante dt podrd ser
diferente.

Pero si se dan simultdneamente todas las coordenadas y las respectivas velocidades queda
perfectamente establecido el estado de movimiento del sistema y, en principio, es posible predecir
su movimiento ulterior. Desde el punto de vista matematico, esto quiere decir que al dar todas las
coordenadas q y todas las velocidades ¢ en un instante determinado quedan al mismo tiempo

determinadas univocamente los valores de las aceleraciones ¢ en dicho instante.

2 3. El principio de minima accion.

La expresion mas general de la ley del movimiento de los sistemas mecanicos viene dada por el
Ilamado principio de minima accion o principio de Hamilton. Segun este principio, cada sistema
mecanico de cuerpos en movimiento se caracteriza por una funcién determinada.

(G Gy oG s GGy oo G 1)
0, en forma abreviada
L(a.4.t)

Supongamos que en los instantes t = t1 y t = t2 el sistema ocupa posiciones determinadas que se
caracterizan por los dos conjuntos de valores de las coordenadas qVy q®. Entonces, entre estas
posiciones, el sistema se movera de manera que la integral

S=J.2L(q, G,t)dt (2-1)

1
tendra el menor valor posible.

La funcion L se llama funcion de Lagrange del sistema dado y la integral (2 —1) es la accion.1

1 En Fisica, accién es una magnitud dada por el producto entre una energia y un intervalo de tiempo.
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William R. Hamilton (1805 — 1865). Desde nifio mostré una
gran habilidad para el aprendizaje de las Matematicas y de los
idiomas. Ingreso al Trinity College de Dublin donde obtuvo las
maximas calificaciones en Griego y en Matematicas. Su
interés profesional se centro en las aplicaciones matematicas
a la Fisica, lo que lo llevo a encontrar una anzlogia entre el
Principio de Fermat y el Principio de menor accion que
Maupertuis habia aplicado g la dindmica del punto material.
Eso lo llevd a enunciar su "Principio de minima accion de la
luz" el que luego fue extendido @ otros aspectos de la
Mecanica newtoniana y que actualmente sirve de base a la
Mecanica Cuantica. Desarrolld la idea de Iz llamada "funcidn
caracteristica” mediante la cual, se pueden sustituir las
ecuaciones del movimiento de Lagrange. Estudiando las
relaciones entre numeros complejos descubrio la
"hodografa", curva obtenida como lugar geométrico de los
vectores que tienen su origen en el mismo punto y son
equipolentes a los vectores velocidad de una particula movil.

También establecid una teoria completa de los nimeros complejos. En 1843 descubrid y desarrollo la teoria
He los cuaternios (numeros de la forma ae + bi + ¢j + dk, — con 3, b, c y d niumeros reales — que pertenecen a un
Espacio vectorial de cuatro dimensiones reales. Su contribucion a la Mecanica Cuantica ha sido tan importante
hue el operador mecanico cuanticode la energia se llama "operador hamiltoniano”.

Para deducir las ecuaciones diferenciales que dan solucion al problema de la determinacion del
minimo de la ecuacion (2 —1) se simplifica suponiendo que el sistema posee un solo grado de
libertad, de manera que se define mediante una sola funcién q (t).

Sea precisamente q = g (t) para la cual S tiene un minimo. Esto significa que S aumentara si q (t)
se sustituye por cualquier funcion de la forma

q (v +3aq(t) (2-2)

donde 8q (t)es una funcion pequefia en todo el intervalo entre t; y t> y se llama variacion de la
funcionq(t).

Puesto que parat = t1 y t = t, todas las funciones como la (2 — 2) deben tomar los mismos
valores que gy q®, debe verificarse que

dq(ty) =8q(t2) =0 (2-3)

La variacion que experimenta S al sustituir g por g + 6q viene dada por la diferencia

rL (G+oq 4+0q, t)dt—jtf_(q, d,0)do
t t,

1
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El desarrollo en serie de esta diferencia de 8q y 8¢ (en la expresion subintegral) comienza por

los términos de primer orden. La condicion necesaria para que S sea minima es que el conjunto de
todos los términos se anule, esto se llama primera variacién (o simplemente variacién) de la
integral. Por lo tanto, el principio de minima accién se puede escribir de la forma

t;
AS = 6] L (q, g, t)dt (12 4)
4y

0, efectuando la variacién

t;
[ (o a0
y, LOQ aq

teniendo en cuenta que

d
0g=—29
q dr q
al integrar el segundo término por partes se obtiene
t t2
AS:a—'Taq 2+_|' a—"—a—'_‘ dqdt =0 (2-5)
oq |ty Jy(oq o4

Pero en virtud de la condicion (2 — 3) el primer término de esta expresion es nulo. Queda, por lo
tanto, la integral que debe ser igual a cero para cualquier valor de 8q. Esto es s6lo posible para el
caso en que la subintegral sea también cero. De esta manera se obtiene la ecuacion

doL oL

dtog oq

Si el sistema posee varios grados de libertad las s funciones diferentes qi(t) del principio de
minima accion deberan variar independientemente. En este caso obtendremos s ecuaciones de la
forma

————===0(i=1,2,..,5) (2-6)

Estas son las ecuaciones diferenciales buscadas, que en Mecanica reciben el nombre de
ecuaciones de Lagrange. Si se conoce la funcion de Lagrange de un sistema mecénico dado, las
ecuaciones (2 — 6) establecen la relacion entre las aceleraciones, las velocidades y las coordenadas,
es decir son las ecuaciones de movimiento del sistema.

Desde el punto de vista matematico las ecuaciones (2 — 6) forman un sistema de s ecuaciones de
segundo orden para s funciones incégnitas qi(t). La solucion general de este sistema tiene 2s
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constantes arbitrarias. Para determinar estas constantes y, por consiguiente, para definir por
completo el movimiento del sistema mecénico es necesario conocer las condiciones iniciales que
caracterizan el estado de dicho sistema en un instante determinado, por ejemplo, los valores
iniciales de todas las coordenadas y velocidades.

Supongamos que un sistema mecanico consta de dos partes A y B, las cuales de ser separadas
tendrian funciones de LagrangeLa y Ls. En este caso, si las partes se separan tanto que la interaccion
entre ellas se puede despreciar, la funcion lagrangiana de todo el sistema tendera al limite

IimL=La+Lsg (2-7)

Esta propiedad aditiva de la funcion de Lagrange expresa por si misma el hecho de que las
ecuaciones de movimiento de cada una de las partes que no interaccionan no pueden contener
magnitudes relacionadas con las otras partes del sistema.

Es evidente también que el producto de la funcién de Lagrange de un sistema mecanico por una
constante arbitraria no influye de por si en las ecuaciones de movimiento.

2 — 4. Principio de la relatividad de Galileo.

Para describir los procesos que se producen en la naturaleza hay que elegir un sistema de
referencia. Se denomina sistema de referencia a un sistema de coordenadas que sirve para indicar la
posicion de las particulas en el espacio, junto con un reloj, asociado a dicho sistema que sirve para
indicar el tiempo.

En general, en los distintos sistemas de referencia, las leyes naturales incluidas las del
movimiento, tienen formas diversas. Si se toma un sistema de referencia cualquiera puede ocurrir
que hasta las leyes de los fendmenos mas simples adopten formas complicadas. Por ello se plantea
el problema de elegir un sistema de referencia en el cual las leyes naturales tomen su forma mas
simple.

La forma mas sencilla de movimiento es la del cuerpo libre, es decir, del cuerpo que no
experimenta ninguna accion exterior. En Mecanica, se postulan sistemas de referencia en los cuales
el movimiento libre se realiza a velocidad constante en magnitud y direccion. Tales sistemas se
Ilaman inerciales y la afirmacion de la posibilidad de su existencia constituye la esencia del
principio de inercia.

La propiedad inercial se puede también enunciar como la confirmacion de la homogeneidad y de
la isotropia del espacio y de la uniformidad del tiempo con respecto a un sistema de referencia de
este tipo. La uniformidad del tiempo y del espacio significa que todas las posiciones de una
particula libre en el espacio, en todos los instantes del tiempo, son equivalentes; y la isotropia del
espacio expresa que en el espacio todas las distintas direcciones son equivalentes. Como
consecuencia de esto se deduce que cualquiera sea la direccion en que se mueva cualquier punto
material en un sistema inercial el caracter de movimiento libre es invariable.
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La Mecénica Clasica permite deducir que si dos sistemas de referencia se mueven rectilinea y
uniformemente el uno con respecto al otro y uno de ellos es inercial, es evidente que el otro también
lo serd: cualquier movimiento libre que se efectla en este sistema se realizara con velocidad
constante.

En los sistemas inerciales se cumple el principio de la relatividad segun el cual, las leyes de la
naturaleza son iguales para todos los sistemas inerciales de referencia. Las ecuaciones que las
expresan son, por lo tanto, invariantes respecto de las transformaciones de las coordenadas y del
tiempo al pasar de un sistema inercial a otro.

Junto al principio de la relatividad, en la base misma de la Mecanica Clésica newtoniana se
halla la hipétesis del tiempo absoluto, es decir, que el tiempo transcurre de la misma manera en
todos los sistemas inerciales de referencia2. La unificacion de esta hip6tesis con el principio de la
relatividad se conoce con el nombre de principio de la relatividad de Galileo.

Las coordenadas r y »’ de un mismo punto en dos sistemas inerciales de referencia distintos K 'y
K, de los cuales el segundo se mueve respecto del primer con una cierta velocidad V estan ligadas
por la correlacion.

r=r’+Vt (2-18)
donde el tiempo es igual en ambos sistemas, es decir,
t=¢ (2-9)

Derivando con respecto al tiempo ambos miembros de la (2 — 8) se obtiene la ley de la suma de
las velocidades

r=r’+Vt (2 -10)

Las ecuaciones (2 — 8) y (2 — 9) se conocen como la transformacion de Galileo. El principio de la
relatividad de Galileo requiere la invariancia de las leyes de la naturaleza respecto a esta
transformacion.

La completa equivalencia fisica de todos los sistemas inerciales de referencia demuestra al
mismo tiempo que no existe ningun sistema “absoluto” que pueda preferirse a los demas.

2 En 1905 Albert Einstein, mediante su teoria de la relatividad restringida, rechazé la nocion que da el sentido
comun sobre el caracter absoluto del tiempo. En su teoria afirm6 que el intervalo de tiempo (y de distancia) entre dos
eventos depende del sistema de referencia del observador. Como Einstein lo expresara: “Cada cuerpo de referencia
tiene su propio tiempo particular. A menos que estemos hablando del cuerpo de referencia respecto del cual se hace la
determinacion del tiempo carece de sentido establecer el tiempo de un evento”

181



Temas de Mecanica Cuantica

2 —5.-Funcién de Lagrange de una particula libre.

Para determinar la forma de la funcion de Lagrange conviene tomar el caso sencillo de una
particula en movimiento libre respecto de un sistema inercial de referencia.

Como el espacio y el tiempo son uniformes, la funcién de Lagrange de una particula libre no
puede depender explicitamente ni del radio vector r de la particula ni del tiempo t, sino de la
relacion entre ambas: su velocidad. Pero dada la isotropia del espacio, la funcion lagrangiana L
tampoco puede depender del vector v. La Unica manera que L dependa de la velocidad pero no de la
orientacion de ese vector es que sea una funcién del cuadrado de la velocidad. En este caso,

depende sdlo del valor absoluto de la velocidad. Como v* = v?
L=L ()

De acuerdo con el principio de la relatividad de Galileo la funcion L(v?) debera tener la misma
forma en todos los sistemas inerciales de referencia. Por otra parte, al pasar de un sistema de
referencia a otro, la velocidad de la particula se transforma segun la (2 —10) de modo que L(v?) pasa
a ser L[(v + V)?]. Se puede demostrar que, si esta expresion fuera distinta de L(v’?) deberia ser de la
forma

L=aV?

La constante a se designa generalmente por m/2 con lo que, en definitiva, la funcién de
Lagrange del punto material en movimiento libre se puede escribir de la forma

L= 2-11)

La magnitud m se llama masa del punto material.

En virtud de la propiedad aditiva de la funcion de Lagrange, para los sistemas de puntos que no
interactuan

m, v,”
L=Z S (2-12)

Hemos visto que la funcion de Lagrange se puede multiplicar siempre por cualquier constante
sin que influya en las ecuaciones de movimiento. Para la funcion (2 — 12) esta multiplicacion se
reduce a variar las unidades de medicién de la masa, pero la relacion entre las masas de las distintas
particulas, que es lo Unico que tiene sentido fisico real, permanece invariable al hacer esta
transformacion.

La masa no puede ser negativa. De acuerdo con el principio de minima accion, para el caso del
movimiento real de una particula desde un punto 1 hasta otro punto 2, la integral
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2 2
j‘mdt
1 2

tiene un minimo. Pero si la masa fuera negativa, tendriamos que para la trayectoria que sigue la
particula — alejandose primero rapidamente del punto 1 y acercandose después rapidamente al
punto 2 — la integral de accién tomaria valores negativos que podrian ser tan grandes en valor
absoluto como se quisiera, es decir, el resultado de la integracién no seria un minimo.

2 — 6.- Funcién de Lagrange para un sistema de particulas.

Consideremos ahora un sistema de particulas que interactdan, pero que no pueden intercambiar
ni materia ni energia con el medio exterior; un sistema asi recibe el nombre de sistema aislado. La
accion mutua entre las particulas se puede definir afiadiendo a la funcion de Lagrange de los puntos
materiales que no interacttan (2 — 12) una funcién que dependa de las coordenadas y del caracter de
la interaccion entre ellas. Llamando — U a esta funcion podemos escribir

2
L=Z mizvi ~u(r,.r,...)

ri es el radio vector del punto i- ésimo. La suma

Z mizvi2 _T

se llama energia cinética y la funcion U, energia potencial del sistema.
En resumen, la funcion de LagrangeL es
L=T-U (2-13)

Conocida la funcion de Lagrange se puede plantear la ecuacion de movimiento. Para una
particula a de ese sistema

2
L= mazva - U(ra)

Derivando L respecto de ra ava = cte.enla (2 —13)

o __oJ
or, or,

y derivando L respecto de va a ra = cte. en la misma ecuacion
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oL
=My,
v,
y
d oL d d
A =, MmyV,=m,—V,
drov, dr dr
Reemplazando estos valores en la (2 — 14)
dv ouU
m,—%=-——(2-15
*dr or ( )

a

Esta es una forma de expresar la ecuacion de Newton del movimiento. EI primer miembro es un
vector llamado la fuerza que actla sobre la particula a-ésima. La energia potencial U es una
magnitud de la que solo se pueden determinar diferencias. El procedimiento habitual consiste en
asignarle energia potencial cero a la energia potencial entre dos particulas cuando la distancia que
las separa tiende a infinito.

El producto mava para una particula a es un vector que se llama “cantidad de movimiento” y se
designa usualmente con la letra pa. Para un conjunto de particulas su cantidad de movimiento se
expresa

p=D_ M.y, (2-16)

Si el movimiento se describe mediante las coordenadas generalizadas qi, las derivadas de la
funcion de Lagrange respecto de las velocidades generalizadas

_a
D= %,

se llaman cantidades de movimiento generalizadas y las derivadas

- oL
aq;

se llaman fuerzas generalizadas

2 — 7.- Ecuaciones de Hamilton.

La formulacion de las leyes de la Mecanica por medio de la funcién de Lagrange (y de las
ecuaciones lagrangianas que de ella se deducen) presupone que la definicion del estado mecanico de
un sistema se realice dando sus coordenadas generalizadas y sus cantidades de movimiento
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generalizadas. Esto plantea el problema de hallar las ecuaciones del movimiento correspondientes a
esta formulacion.

Para pasar de un conjunto de variables independientes a otro se emplea la transformacién de
Legendre que, en este caso, se reduce a lo siguiente:

La diferencial total de la funcion de Lagrange como funcién de las coordenadas y velocidades es

dL= Z—dq, 6—qldq,

que se puede escribir

dL :Z p;da; +Z p;dd; (2-17)

Que, reordenada, queda de la forma

Zpidqi [qu] qup.

reemplazando esta expresion en la (2 —17) y cambiando los signos

d[z pdg, — L] = —Z p.dg, + Zqid P,

Se puede demostrar que la cantidad que se encuentra bajo el signo diferencial representa la
energia total del sistema. Esta energia expresada en funcién de las coordenadas y de las cantidades
de movimiento recibe el nombre de funcion de Hamilton.

H(p.a.7)= ), pdd, - L

H(p.q.t)=T+U 2-18)

De la igualdad diferencial

dH ==Y pdg,+ Y ddp, (2-19)

se deducen las ecuaciones
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. OH | oH
== p=—-"- (2-20
sy o b, o ( )

i
Estas son las ecuaciones del movimiento referidas a las variables p y g, conocidas como
ecuaciones de Hamilton.

Mientras que las ecuaciones de Lagrange para un sistema de s particulas constituyen un sistema
de s ecuaciones de segundo orden, las de Hamilton son un conjunto de 2s ecuaciones diferenciales
de primer orden para 2s funciones desconocidas. Por su sencillez formal y por su simetria, estas
ecuaciones se llaman también candnicas.

Problemas

Regla basica sobre la resolucion de problemas:

Cuando no sepa lo que esta haciendo, hagalo nitidamente.
Primera Ley sobre la resolucién de problemas:

Cuantas mas formas distintas haya de resolver un problema, mayor es la probabilidad de que se
llegue a resultados diferentes.

Corolarios:

1) Si s6lo hay una forma de resolver un problema, pero la solucion puede comprobarse por
sustitucion, comprobarlo solo puede aumentar la probabilidad de que el problema estuviera mal
resuelto.

2) La probabilidad de que un problema esté bien resuelto queda empafiada por la certeza de
que puede comprobarse que esta mal resuelto.

3) Saber que un resultado puede ser comprobado, aumenta la probabilidad de que esté mal. Si
no comprueba un resultado, hay una alta probabilidad de que esté bien.

4) La duda ofende.

2.1. Considere la trayectoria de un proyectil que se dispara verticalmente a la superficie
terrestre. LIAmese Y a la direccidn en que se desplaza y X la direccion horizontal. (a) Despreciando
la friccién contra la atmdsfera del proyectil, escriba la ecuacién de Lagrange para el sistema y
deduzca las dos ecuaciones candnicas que describen el movimiento del proyectil. (b) Desarrolle la
funcion hamiltoniana H del sistema y obtenga las ecuaciones candnicas del movimiento. (Llame g1

=X Q=)

Solucién:
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La funcién de Lagrange para el proyectil es:
L=T-U=%K%+y0+mw
Expresion en la que g es la aceleracién de la gravedad. La ecuacion de Lagrange sera
1(&] _o g
dt{og, ) oq;

enlaqueqi=xyQg2=y

Para la ecuacion en x encontramos

oL : oL
—=mx y —=0
OX OX
De modo que
9 (mx)=0
dt
Para la ecuacién en y encontramos
%omy y E=-mg
oy oy
La funcidon hamiltoniana es
Pi+ Py

H=T+U=—""+mgy
2m

Las ecuaciones canonicas estaran dadas por

,_oH p

X=_—=-% p=—"—=0
op, m P OX
. oH p, . oH
=—=—, =——=—M
y o, m Py oy g

2.2. Demostrar que la energia cinética total de dos particulas de masas miy m, puede ser escrita
de la forma
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1 1
T==MV? +=pv?
5 om ZHR

expresion en la cual M = m1 + my es la masa total del sistema, p=mimz/(m: + M) es la masa
reducida del sistema, Vcwm es la velocidad del centro de masa y vr = vi — V2 es la velocidad de my
relativa a la de m..

2 — 8.- Algebra de operadores.

Un operador es una expresion matematica que cambia una funcién a otra de acuerdo con una
regla. Supongamos que existe una funcién w(x,y,z), el operador X sobre esa funcion se define por
X[w(x,y,2)] = Xw(x,y,z) (2-21)

La funcion w(x,y,z) se llama operando y el operador que actia sobre la funcion transforma w en

Xw. Por ejemplo el operador posicion x es la misma variable x multiplicada por la funcion sobre la

que actle, otros operadores nada intuitivos son las derivadas y segundas derivadas. Otros ejemplos
de operadores son:

Operador Operando Funcion resultante
1+ 3X-y 1+3x -y

d /dx 3x% + 2x% - 5x -4 Ox? +4x -5

J‘ dz oS Z -Sen z

3y + 3y+3 y/(y+1)

l0g10 100 2

Ju 4u? 2u

En muchos casos se utiliza el simbolo ™ sobre el operador para distinguirlo de otras funciones.

Los operadores pueden combinarse por adicién. Si & y B son dos operadores aplicados a la

misma funcién w, entonces
(6+B)w=aw +pw (2-22)

Como las nuevas funciones Wy Bw son simplemente funciones, esta claro que la adicion de
operadores es conmutativa, es decir

(@B

(2-23)

Los operadores pueden combinarse por multiplicacion de la siguiente manera

apw = &( Bw)

(2 - 24)

188



Operadoresy funciones de onda

Esta ecuacion establece que para formar la funcion correspondiente a afw debemos formar

primero la funcién pwy entonces aplicar el operador & sobre la nueva funcion.
Por ejemplo, supongamos que para la funcion w(x,y,z)
aw = xwBw = dw/dx
Entonces
apw = 6w )= & aw/ox = xawidx(2 — 25)
Sin embargo, notemos que
Baw = B(aw)=pxw = B(xw)/ox = w + xOW/Ox
En general, no siempre la multiplicacion de operadores es conmutativa y suele ocurrir que
GBW =Baw

Se define un conmutadory por

Para nuestro ejemplo

Si para cualquier funcién w
(aB-paj=0 (2 - 26)
Entonces los operadores son conmutativos

Las propiedades conmutativas de los operadores mecénico - cuanticos son de gran importancia
para establecer las propiedades de un sistema.

De la (2 —24) se desprende que
&*w =a(ew) (2-27)

Si un operadora. es tal que al operar sobre dos operandos diferentes v y w se satisface la
relacion

alcv+cw)=cév+cew  (2-28)
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donde c1 y ¢z son constantes, se dice que el operador es lineal. Por ejemplo, si el operador es a
=0/0ox, entonces

ow

i(cv+cw)—c@+c—
ox "ox 1 ox

Por lo tanto, el operador diferencial es lineal. Todos los operadores en Mecanica Cuantica son
lineales.

Como ejemplo de operadorno lineal podemos mencionar a f=ef y & g = €9 ya que para
6(c, f +c,9)=e""9 zce’ +c,e’

Son funciones linealmente independientes aquellas para las cuales no existe ninglin operador
que transforme una en otra.

Se llaman operadores neutros o unitarios aquellos que aplicados a una funcion dan la misma
funcion. Por ejemplo. si

&—i y u=e"
ou
a u u
—e'=¢g
ou

Aquellos operadores que aplicados a una funcion dan cero se llaman operadores nulos.

Los operadores no sélo se aplican en el campo de los nimeros reales sino también en el de los
nameros complejos. Es particularmente importante el operador

&f =k f.i donde i=+-1

Un operador que se emplea frecuentemente en Mecanica Cuantica es uno diferencial que esta
asociado al momento lineal a lo largo de cualquier coordenada cartesiana g. Este operador es

. _h o _ho

Pe= 2mi oq i oq

en el que h es la constante de Planck.

2 — 9. Valores propios y funciones propias.

Cuando se aplica un operadora. a una funcion f y se obtiene
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& f=kf

donde k es una constante, entonces k se denomina valor propio de la funcion f y f se denomina
funcion propia del operador a

Cuando los valores propios para dos funciones propias distintas son iguales entre si se dice que
el valor esta degenerado

Se puede demostrar que cuando dos operadores son conmutables, cualquier funcién propia para
uno de ellos tambiénes funcién propia para el otro. Un aspecto importante de los operadores
conmutables es el siguiente: si los operadores de dos observables3 son conmutativos entonces los
dos observables tienen valores precisos. Reciprocamente, si los dos operadores no conmutan es
imposible para ambos observables tener valores precisos en forma simultanea. Esta es la base del
principio de incertidumbre de Heisenberg.

Problemas.

2.3. Identifique cuales de las siguientes funciones son funciones propias del operadord/dx: (a)
e (b) cos kx; (c) k; (d) e o2, Para las funciones propias que halle, suministre los respectivos

valores propios.
Solucion:

En cada caso debe aplicarse el operador A sobre la funcion ¢. Si el resultado es del tipo we
donde w es una constante, entonces ¢ es una funcion propia del operador A y w es el valor propio
de la funcion.

@) :—Xe“‘x = ike™*Si, valor propio ik
d

(b) d—Xcos kx =—ksenkx No
d . .

() &k =0 Si, valor propio 0

d 2 )
d) —e™ =-=2axe™ N
@ o 0

3 Observables son aquellas variables vinculadas al movimiento de un sistema que se pueden observar, (por
ejemplo, la posicion es un observable, en cambio, el tiempo no lo es).
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2.4. Cuéles de las funciones del problema anterior son funciones propias de d?/dx?

Solucién:

2
(a) %eikx = —k?™ Si, valor propio —k?

2
(b) %cos kx = —k? cos kx Si, valor propio —k?

2
(© &k =0 Si, valor propio 0

2

(d) aﬁeﬂ*=02a+mfﬁkﬂ“ No

2.5. Determine los conmutadores de los siguientes pares de operadores (a) d/dx y x (b) d/dx y x?
() x°y px

Solucién:

Llamando w(x, y, z) a la funcion sobre la cual se aplica los operadores & y B

(a) &W=iw y BW = Xw
dx

apw = d(ﬁw)z ;—X(xw)z W+ x(;j—xw

A Afn d
W =pBlaw )= X—Ww
Bow =plaw)=x
Por lo tanto

(&f}—ﬁ&)w=w+ x;—xw—xc?—xw=w
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(b) dw=iw y Bw=x*w

dx
apw = d(ﬁw)= i(xzw)= 2xw+ x2S
dx dx

Bow = f(aw)= x> (;j—xw

(&ﬁ—ﬁd)w= 2XW + XZ:—XW—XZ(;j—XW=2XW

(©) ew=x'w; fw=pw yp=7

i dx
i dx I
A hd hod h
B — B = X3———X3—_W_3_X2WW
(65 -pajo ( idx  iax )
:_3zxzw

y=(&[§—[§&)=—3?x2

2 —10. El operador hamiltoniano.

Una de las innovaciones de la Mecanica Cuantica fue utilizar las ecuaciones de la Mecanica

Clasica para transformarlas en operadores.

La forma clasica de la energia cinética de un punto material se escribe
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ECINETICA = Emv =

v es el vector velocidad y p la cantidad de movimiento. Considerando las componentes del vector
velocidad en las tres dimensiones del espacio, la ecuacion anterior puede escribirse

1
ECINETICA = %(pi + pf/ + pzz)

Cuando en Mecénica Cuantica se quiere analizar la energia cinética de una particula a través de
las caracteristicas de la onda a ella asociada se utiliza un operador T

En correspondencia con el momento lineal px de la Mecéanica Cléasica, en Mecanica Cuantica se
usa un operador del momento lineal

. _h o no

de donde

2
Y

ox?

En consecuencia, el operador de la energia cinética es

2 2 2
f=i _hza_z_hza_z_hza_z
2m OX oy 0z

A w(o* o o°
T=—— —2+—2+—2
2m{ox® oy° oz

Este operador nos indica que realicemos la operacion de tomar las segundas derivadas parciales
de alguna funcién, multiplicarlas por — #?/2my sumarlas.

En Mecanica Cuantica, en lugar de emplear la funcion de Hamilton:
H(p,q,t)=T +U

H(p.a.t)=T +U (2 -18)
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para establecer el valor de la energia de una particula, se utiliza el operador de Hamilton
H=T+U

En particular, si se trata de establecer la energia total4 de una particula a través de una funcién
de onda  asociada

2 2 2 2
i — h[a_ o° 0
2m

2+—2+—2 “P+U“P
ox® oy° oz
El operador

o° 8 &

FrA v =

se llama operadornabla cuadrado u operador laplaciano de la funcion. Por tanto, si consideramos
una funcion ¥

2
Fiw = - v2y 4 G
2m

Si la energia total de esa particula es funcion del tiempo

2
I gy 1Y (2 - 19)
2m i ot

Esta es la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo.

2 — 11. Operadores hermiticos.

Si al aplicar un operador A a dos funciones propias del mismo @,y @ se cumple

D, I_A((Dk *)J= @,* I_A(q)k)J

en la que ®," es el complejo conjugado de @, y ®«" es el complejo conjugado de ®y, se dice que el
operador A eshermitico.

Si las funciones @, y @k fuesen funciones diferenciales de una cierta variable x, se debera
cumplir

4 Excluyendo la energia relativista debida a la masa de la particula.
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Icpn[A(ch *)]dx = cpj ®,* [A(cpk)]dx
siempre que la integracion se efectte en el mismo intervalo.

Un aspecto esencial de la ecuacion de Schrédinger es que la energiaE de una particula calculada
a partir de la funcion de onda y asociada a la misma debe ser una cantidad real. Esto exige que E =
E*. Més adelante veremos que la energia de esa particula esta dada por

E= I \I’*(I:I‘I’}ir

E* = I T(H‘P*)dr

Por la condicion E = E* se debe cumplir que

I T*(ﬁ‘if)dr = I\P(H\P*)dr

Por lo tanto, el operador hamiltoniano es un operador hermitico.
Los valores propios de los operadores hermiticos son cantidades reales.

En Mecanica Cuantica s6lo se trata con operadores hermiticos.

2 — 12.- Funciones de buen comportamiento.

Los operadores que, como el hamiltoniano, se expresan como derivadas parciales de segundo
orden plantean el problema de su integracion. Se dice que una funcion es de buen comportamiento
si es de cuadrado integrable. Uno de los requisitos fundamentales en Mecanica Cuantica es que las
funciones de onda asociadas a las particulas deben ser de buen comportamiento. Una funcion como

HY =Ty +U¥ = E¥

tiene, por si misma, una variedad de soluciones que dependen de la naturaleza de la funcién
potencial. Ademas de ser de buen comportamiento, requiere de otras condiciones restrictivas, como
ser, que tenga valores reales Unicos en cada punto del sistema, que la funcidn sea continua y que sus
derivadas también sean continuas (excepto en un namero finito de puntos).

Problema
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2.6. Indique cudles de las siguientes funciones son de buen comportamiento. Para cada una que
considere que no lo es, de una razén

a)y=x

b) y = x?

c) y =sen (X)

d)y = exp(-x)

e) y = exp(-x’)

Solucion:

a) No; ya que Xx— o, y— + ©

b) No; ya quex— + o, y > +

c) Siyy es finita, y es una funcion continua, y dy/dx es una funcion continua.
d) No; ya que Xx— — o0, y— +

e.) Si; y es finita, y es una funcién continua, y dy/dx es una funcién continua.

2.7. Decida si cada una de las siguientes funciones son cuadraticamente integrables (b y ¢ son
constantes positivas):

1
%

2 1
1) e 2) e™ 3) = 4
X |X

Solucién

1) De la Tabla de integrales, encontramos que

J. e dx = ZJ. e >dx (con c>0)
0

—00
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Haciendo a = 2c¢

I e 2% dx =1/£
— 2C

La integral es finita y de cuadrado integrable.

2) No. La integral del cuadrado de esta funcion es infinita.

) 0 ©
3) No.J‘ x‘zdx=I x‘zdx+“‘ X_de=—X_l‘fw—X_l‘g’=oo—0—(0—oo)=oo
0

— Q0 —

4) No. Para x < 0; |x|= - x (el valor absoluto de un nimero negativo es positivo). Luego, al
integrar el cuadrado de la funcidn entre - o e oo, puede escribirse

© 0 o
I 1dx=j‘ 1dx+J‘ (1dx=—2(—x)“2_°w+2x“2;°=0—(—2)(oo)+2(oo)—0=oo
- 0

. (_ X)1/2 w(_ X)l/Z _X)1/2

2 — 13.- El oscilador armoénico.

En Mecénica Cuantica, se suelen presentar algunos ejemplos tipicos en los cuales se pueden
establecer las ecuaciones de movimiento de observables dindmicos mediante la utilizacion de
operadores. Uno de ellos es el ejemplo del oscilador arménico.

Se dice que existe movimiento arménico cuando un sistema vibra alrededor de una
configuracion de equilibrio. La condicion necesaria para que haya tal movimiento es que exista una
fuerza recuperadora que actle llevando al sistema a su configuracion de equilibrio cuando esta
distorsionado. En el caso especial de un movimiento arménico simple en el cual una particula se
desplaza en uno y otro sentido a lo largo de un cierto eje x sin que haya disipacion de energia, la
fuerza de recuperacion (F) es proporcional al desplazamiento de la particula respecto de su posicién
de equilibrio (x). Esto se expresa mediante la llamada ley de Hooke

F =—kx

La energia potencial se obtiene de F = — 0Uy /0X. En este caso es
U,, ==kx? (2 -30)

y como la energia cinética es
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p2
T= % (2 - 31)

La ecuacion de Hamilton para la energia total de la particula sometida a este movimiento
armonico simple sera

2
H=%kx2+2p—r; 2-32)

El operador hamiltoniano se obtiene reemplazando px por (h/2ri)(6/0x)

~ h> 0> 1
H=- = 4+ T kx? 2-33
8n°m ox*> 2 ( )
y la ecuacién de Schrédinger para el sistema es
h> 9 1
- ——+-kx* [¥=E¥ 2-34
( 8n’m ox* 2 ( )

La solucion de esta ecuacion incluye el uso de polinomios hermiticos. S6lo se obtienen
soluciones cuando la energia total tiene un valor dado por la ecuacion

g =N ﬁ(o+l) (2 - 35)

* T onVm 2

v (upsilon) es un nimero llamado nimero cuantico vibracional que solo puede tener valores enteros
01 11 2! LERR}

La ecuacion (2 —35) también se suele expresar
1
E,= hvo(u + E) (2 -36)

vo es (1/2m) (kW/m)¥2 y se llama frecuencia natural del oscilador arménico. Se puede observar de
esta ecuacion que los niveles de energia cuantizada para el oscilador armdnico son equidistantes.
Una caracteristica muy importante es que la energia mas baja posible que corresponde a v = 0 es
igual a

1
By = hve (2-37)

Aqui se ponen en evidencia las diferencias entre la Mecénica Clasica y la Mecanica Cuéantica.
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Si, por ejemplo, se considera la interaccion entre los dtomos de una molécula diatémica, la
teoria clasica permite que entre ambos atomos no exista vibracién alguna. Por el contrario, en
Mecénica Cuantica dos atomos vinculados en una molécula no pueden permanecer siempre a la
misma distancia, sino que deben experimentar vibraciones respecto de ciertas posiciones de
equilibrio acercandose y alejadndose mutuamente. Inclusive a la temperatura del cero absoluto la
vibracién de cada &tomo sigue ocurriendo con una energia dada por la (2 — 37). Esta se llama
energia del punto cero®.

Problema

2.8. Calcular la energia del punto cero de un oscilador armonico consistente en una particula de
masa 2,33 x 10 ~®kg y constante de fuerza 155 N m™.

Solucion:

La energia del oscilador armonico est4 dada por

E, = hvo(u+1)
2

voes (1/2m) (kn/m)*2 y se llama frecuencia natural del oscilador arménico. En el estado
fundamental b =0y

1/2 1/2
EO = i h ﬁ = i6,626 X 10_34 i% = 4,30 X 10_21\]
4w \m An 2,33x10

“Desde el punto de vista ondulatorio, la radiacion electromagnética es una oscilacién arménica. De acuerdo con lo
que acabamos de analizar inferimos que, por el sélo hecho de propagarse en el espacio, la radiacién electromagnética
esta asociada a este tipo de energia ain en el cero absoluto y en el vacio. Es por ello que a la energia del punto cero se la
Ilama también energia del vacio. La energia del vacio fue predicha en 1948 por el cientifico holandés Hendrick B. G.
Casimir quien afirmé que, al hacer el vacio entre dos placas suficientemente proximas de un capacitor cargado, la
energia del punto cero provocaria su descarga. Este fenomeno se conoce como “efecto Casimir” y fue confirmado
experimentalmente por Steven K. Lamoreaux (PhysicalReviewLetters, Vol. 78, No.1, pages. 5 — 8; January 6, 1997).

Se especula que la energia del vacio puede tener efecto no s6lo sobre las particulas microscopicas sino que es la
responsable de una variedad de fenémenos que ocurren en el Universo. Asi, por ejemplo, AndreiSajarov considerd que
podia ser la causa de la fuerza de gravedad. Otros cientificos han formulado la hipdtesis que esa energia puede ser la
causante de la creacion de materia en el vacio.

A la fecha, varios centros de investigacion (Lockheed Palo Alto ResearchlLaboratory, Institute for Advanced
Studies in Austin, Texas, Los Alamos NationalLaboratory, y otros) estan abocados a encontrar un aprovechamiento
préctico de la energia del punto cero.
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2 —14. Las formas de encarar la Mecanica cuantica.

En 1925, Werner Heisenberg desarrolld por primera vez los principios de la Mecénica
Cuénticamediante un sistema que incluia matrices. Un afio antes, Louis de Broglie habia predicho
que los electrones y otras particulas presentaban propiedades ondulatorias, — lo que seria
confirmado en 1927 por los experimentos de Davisson y Germer sobre la difraccion de electrones.
Este concepto condujo a Erwin Schrddinger a desarrollar un sistema de Mecénica ondulatoria que
posteriormente demostr6 que era matematicamente equivalente a la Mecanica de matrices de
Heisenberg. Schrodinger utilizO un método méas versatil al formular la Mecanica Cuéntica
basandose en diversos postulados que incluyen reglas para construir operadores mecanico -
cuanticos. El mas importante de estos es el operador que se relaciona con la energia y que se conoce

como operador hamiltoniano y que se simboliza con H . En este caso la energia E se obtiene
resolviendo la ecuacién diferencial

HY = E¥

Al aplicar esta ecuacion a &tomos 0 moleculas sélo es posible resolverla para ciertos valores de
la energiaE y por ello se dice que la energia estd cuantizada. La ecuacion de Schrédinger es una
ecuacion diferencial de segundo orden Solo ciertas funciones, llamadas funciones de onda, son sus
soluciones posibles. De esta manera, como resultado de una ecuacion aparece la cuantizacion. Las
funciones que son soluciones de la ecuacion de Schrddinger tienen un significado especial: al
elevarlas al cuadrado (0 si son complejas, al multiplicarlas por sus respectivos complejos
conjugados), se obtiene la densidad de probabilidad de que la particula a la cual la funcion de onda
estd asociada esté presente en una determinada region pequefa del espacio.

Los principios de la Mecéanica Cuantica permiten resolver diversos problemas dinamicos de
observables fisicos que se estudian en los cursos de Fisica moderna: la particula en una caja, el
oscilador armdnico, el electron en el &tomo de hidrdgeno, etc.

2 — 15.-Postulados de la Mecanica Cuantica.

Desde el punto de vista histdrico, la Mecanica Cuantica se desarroll6 por analogia con la teoria
ondulatoria clasica de la radiacion electromagnética. Hoy en dia se la estudia sobre la base de un
namero reducido de postulados. A partir de estos postulados se derivan, por via deductiva,
consecuencias observacionales que pueden contrastarse exitosamente con los datos experimentales.

Postulado 1.

El estado fisico de una particula, o de un sistema de particulas, se describe completamente
mediante una funcion de onda apropiada‘¥ ...

Esta funcion Wxy.y contiene toda la informacion que se puede obtener acerca del sistema.
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Postulado 11

Toda variable dinamica® que corresponda a una cantidad fisica observable (energia potencial,
cantidad de movimiento, etc.) puede representarse por un operador lineal hermitico.

En la tabla 2 -1 se dan los operadores mas comunes en Mecéanica Cuantica derivados de
expresiones clasicas.

La funcion Wyzy debe ser una funcion de buen comportamiento, continua y cuadraticamente
integrable.

Los valores posibles de toda variable dindmica son los valores propios de la funcién de onda
Yxyzt Propia de su operador mecanico-cuantico y se obtienen resolviendo la respectiva ecuacion
de Schrodinger, teniendo en cuenta las condiciones limitantes.

Postulado 111

Los unicos valores posibles que pueden resultar de un observable fisico G son los autovalores de
la funcion G¥, =g, donde g, eR y G representa el operador sobre una propiedad fisica como las

que se ejemplifican en la Tabla 2 —1. Los valores propios gi que se obtienen resolviendo la ecuacion
representan todos los valores posibles de una medicion individual de esa propiedad. Por ejemplo, la
solucion de la ecuacion de la energia

HY = E¥

proporciona todos los valores posibles de la energia para un sistema dado.

Variable clasica Operador de Operacion
Mecéanica Cuéntica

Posicion X
Momento lineal px

x>
>

o))
x

N
e

N
)
><|°)

N——

Momento angular Lz (rotacion alrededor de
un eje 2)

|y
N
N
e
—
(o))
-e-|°’
~—_

& Variable dindmica es cualquier magnitud fisica asociada a un sistema en movimiento, por ejemplo, energia,
velocidad, posicion, momento lineal, aceleracion, etc.
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Energia cinética T T ~ h?2 v?
8n’m
Energia potencial U x,y,) U U(multiplicacion)
Sistema dependiente del tiempo E=T+U | g h (8
2mi \ ot
Energia Total E=T + U H=T+U h® _,
. -——-V°+U
(Sistema conservador) 8n°m
H (hamiltoniano)

Tabla 2 — 1. Operadores de Mecéanica Cuantica

Postulado IV

Si G es un operador que representa a un observable fisico, entonces aquellas funciones propias
de G forman un conjunto completo

Un conjunto de funciones g1, g2, ..., On, ... se dice que es un conjunto completo, si cualquier

funcion f que sea de buen comportamiento y que cumpla con las mismas condiciones limitantes que
las gi puede desarrollarse como una combinacion lineal de esas funciones gi, segun f = Zcigi.

2 — 16.- Teorema del desarrollo.

El Postulado Il establece que el operador lineal que representa a una cantidad fisica observable
es hermitico.

La propiedad hermitica de los operadores de la Mecénica Cuantica conduce a un resultado
importante. Consideremos dos funciones propiasWn y W« del operador hamiltoniano, entonces

H W= En¥ny H ¥k=Ex¥«(2 —40)

Tomemos el complejo conjugado de la segunda funcion de la ecuacion (2 —40), (HW¥y)" = Ex¥«”

y multiplicamos la primera ecuacion por Wi" y la segunda por ¥,. Integramos ambas ecuaciones
resultantes sobre todo el espacio

Iﬁﬁ%%=ﬁj%ﬁm

Iﬂ@ﬂ}ﬁ:ﬁjﬂﬁm

Restando estas dos ecuaciones y transponiendo términos

203



Temas de Mecanica Cuantica

(E, - Ek)j A =J-lpl’j HY¥ dr —I‘PH(H‘PK)* dr

La propiedad hermitica establece que

I ¥ HY dt = J“I’ (H\Pk)* dr (2-41)

Por lo tanto
(E, - Ek)‘.- ¥ ¥ dr=0 (2 -42)

Si En # Ex
I‘Pn‘{‘:dt=0k¢n (2-43)

La ecuacion (2 —43) se conoce como relacion deortogonalidad. Dos funciones propias de todo
operador hermitico son ortogonales.

El concepto de ortogonalidad puede obtenerse por extension a partir del concepto de
ortogonalidad de dos vectores ordinarios en el espacio tridimensional. Si las componentes X, y, z de
los vectores son ay, ay, a; Y by, by, bz, la condicion de ortogonalidad es

axbx + ayby + azbz =0

0, recordando que el producto escalar de dos vectores mutuamente perpendiculares es 0

Si k = n la condicion de normalizacion es

J“PH‘I’:dt =17 (2 —44)
Las condiciones se escriben usualmente

I Y dr=3,, (2 — 45)

donde la funcién ok, se denomina delta de Kronecker y se define por

n=1 si n=k

7 Si el resultado de la integral fuese un cierto nmero b # 1, basta dividir la funcion de onda y su conjugada por Vb.
La nueva funcion es también funcion propia del operador hamiltoniano y queda normalizada.
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Okn=0 si n =k
El conjunto de funciones Wique satisfacen la ecuacion (2 — 45) se denomina conjunto
ortonormal. Esta propiedad de las funciones propias de los operadores hermiticos permite
desarrollar una funcion arbitraria en el dominio de definicion del conjunto ortonormal en funcion de los
miembros de ese conjunto.

Supongamos que f es una funcién arbitraria en el dominio del conjunto ortonormal. Entonces,
para una ecuacion

éLPn = gann

la funcion f arbitraria puede expresarse como una serie de coeficientes constantes c» (que pueden
ser reales o imaginarios)

f=)c¥  Vfic,eC (2 46)
n=1

Para determinar los coeficientes de esta serie multiplicamos por Wi e integramos en todo el
espacio de modo que

I\I’; fdt = chjqfnq{dr
n=1

Por la ecuacion (2 — 45) esto se transforma en

[ESCE Y e

n=1

De acuerdo con las propiedades de dkn la suma del lado derecho se reduce a un término Unico c,
tenemos asi para los coeficientes

¢ = [ ¥ fax (2 47)

Esta manera sencilla y selecta de desarrollar una funcion a partir de un conjunto ortonormal es
muy usada en Mecanica Cuantica.

Problema:

2.9. Demostrar que las funciones e™enlaquen=0+1+2, ... forman un conjunto ortogonal
enelintervalo 0<¢ <2n
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Solucién:

Dada la ecuacion
I Y ¥ dt=9§,, (245

donde la funcidn &kn es la denominada delta de Kronecker, definida por
okn = 1si n=k
Okn = 0sin =Kk

El conjunto de funciones Wnque satisfacen la ecuacién (2 — 45) se denomina conjunto
ortonormal u ortogonal

Para nuestro problema, la condicion de ortogonalidad en el intervalo citado es que para m=n

rn (e‘”“’)*e‘”‘“’dq) =0

0

Evaluando la integral, se encuentra que

2T
i(m-n)py by — 1 i(m-n)2n _
Ioe aé i(m - n) [e 1]

Pero como m=n resulta que m — n = 0 ya que
e' (™2 — cos(m —n)2x + i sen(m —n)2n

La ortogonalidad surge del hecho que el coseno de cualquier multiplo entero de 2x es 1 mientras
que el seno de cualquier maltiplo entero de 2 = es 0. Por lo tanto gilm-nem — 1 y [e‘(m‘”)z" —1]= 0;
con lo que la integral, efectivamente, vale 0.

Postulado VV

El valor medio de un observable fisicoG en un sistema descrito por una funcion de estadoG =

Hq,t) es

(G) = I ¥ * Gwde
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Postulado VI

La evolucion temporal de un sistema mecanico — cuantico (no perturbado) viene dado por

h o -
-——=H¥ iy
o para ¥(q;t)

Si la funcién de onda es independiente del tiempo
H¥(q)= E¥(q)
Esto es simplemente decir que la funcion de onda est& dada por la ecuacion de Schrodinger

z __ho¥
v +U(x,y,z,t)}P_ i et

__h
8n’m
Usualmente se agrega otro postulado

Cuando se efecttian determinaciones para un gran nimero de particulas el valor medio Ao el
valor esperado (A) de un observable se obtiene mediante la ecuacion:

B I P* Awdr
A=(A)=%=>_ (2 -48)
I‘P*‘Pdt

o]

donde A es el operador correspondiente al observable A. Si las funciones de onda estan
normalizadas, el denominador de la (2 -48)es 1y

A=(A) = J‘_wq!* Awdr (2 — 49)

Problema:

2.10. Sabiendo que la funcién de onda para el estado 1s del &tomo de hidrégeno es

3/2
¥ = i i e—r/a0
1s \/; ao

y que la funcion potencial es

207



Temas de Mecanica Cuantica

€
4me, ¥

U=-

Calcular el valor medio de la energia potencial del estado fundamental del &tomo de hidrégeno
Solucién:

El valor medio de la energia potencial surge de la expresion
<U>= I v Uwdr

Siendo la funcion potencial

eZ

4ne,r

U=-

Como esta funcidn esta expresada por el radio vector y no por las coordenadas cartesianas,
debemos pasar a coordenadas polares y

dt = r’sen@ do d¢ dr

Q2
<U >=I ‘P*(— J‘Pdr=
4me, ¥
I B
nad | 4ng,

como las dos ultimas integrales valen 4

2 ©
<U >=i3 _° 4njre‘2”a°dr=
na, \ 4me, 0

2 2
L( e }1(_)
na, | 4ng, 2

'Y T 2m
Ire‘z”""OdrI sen@do | do
0

0 0
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2 —17.- Particula en una caja unidimensional.

Uno de los ejemplos tipicos donde se muestra que la energia de una particula confinada en una
region espacial y en movimiento estd cuantizada, es el de la particula en una caja. Si bien una
particula en una caja se puede mover en todas direcciones, para facilitar el estudio de cémo
encontrar la funcibn de onda que describe sus propiedades, se analiza el movimiento
unidimensional. Es decir, se supone que la particula se mueve a lo largo de un cierto eje x en un
intervalo 0 <x <L comprendido por la longitud lateral de la caja. (Figura 2 —2)

I II 111

UL'.‘*}= u

Figura 2 — 2. Representacion del movimiento unidimensional de una particula en una caja de
paredes rigidas, altura infinita y espesor puntual

Las paredes de la caja se consideran perfectamente rigidas (indeformables) pero de espesor
puntual. Las paredes laterales de la caja se consideran de altura infinita lo que hace que la particula
esté confinada (si la altura de la pared fuese finita, actuaria como “barrera de potencial” y podria ser
atravesada por la particula gracias al llamado efecto tanel). Se supone que no existen campos
externos que actlien sobre la particula. En consecuencia, el potencial en el interior de la caja es nulo
en todos sus puntos.

El Postulado | establece que el estado fisico de la particula se define por una cierta funcion de
onda W (x,y,2) .

El Postulado Il nos dice que una variable dinamica, por ejemplo la energia de la particula, puede

calcularse mediante una ecuacion en la que un operador hermitico lineal opera sobre dicha variable.
En nuestro caso se plantea la ecuacion

H¥,) = Eq¥y (2 - 50)

que hay que resolver.
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Resolver analiticamente un sistema implica conocer las funciones de onda y las energias
asociadas. Mientras que en la Mecanica Clésica se emplea para ello la ecuacién de HamiltonH = T
+ U la ecuacion que se plantea es

2
H=T-= Zp—r;(u = 0 por las condiciones impuestas)

En Mecénica Cuéntica, debemos reemplazar el momento lineal px por el operador del momento

lineal p,
) _h(o
* 2mi{ ox

> __h_2 0’
px - 6X

y, debemos reemplazar H por el operador hamiltoniano H

A 1 h? ©° h> &°
A= —|- = 251
(Zm][ 4r? axzj 8n°m x> ( )

Llevando esta expresion a la (2 —50)

de donde

h® 9°¥,
= E ¥,
8n’m  ox’ G070
o°¥,,, 8m'mE,,
pv P =0 (2-52)

Esta es una ecuacion diferencial de segundo orden del tipo
d f( )+c 2f(x)=0 (2 -53)

cuya solucién general es del tipo
f(x)= Acosmx+ Bsenwx (2 - 54)

Para nuestro caso particular
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2;‘ (2mE )2 (2 55)

es solucion de la funcion

¥,y = AcosoX + Bsenwx (2 —56)

Sélo que queda por determinar los valores de las constantes A y B. Si bien o surge de una tabla
de integrales, los valores de A y B solo se pueden hallar analizando los aspectos fisicos del
problema.

En el exterior de la caja (zonas | y 111 del gréfico de la Figura 2 — 2), la probabilidad de encontrar a la
particula es nula con lo que su energia (que es la cinética) es también nula y podemos escribir ¥, =0
y Ym=0.

Una de las condiciones que debe cumplir la funcién de onda de buen comportamiento es de ser
continua. Si el espesor de las paredes es puntual y en las caras exteriores de las paredes ¥= 0
tendremos que, por esa condicion de continuidad, en x =0 y en x = L la funcién de onda también
vale cero. Explicitando el valor de ® dado por la (2 — 55)

¥, = Acos[ 2h (2mE, J x ]+ Bsen{zh (2mE, )fx} (2-57)

Esto implica que parax =0

[2
Acos) < (amE, f x ]:0 (2-58)
[ 2n 1
Bsen F(ZmE(X))7 x} =0 (2-59)

Siendo o > 0y cos wx = 1 para x = 0, la Unica posibilidad de que se cumpla la (2 -58) es que A
= 0. Si B fuese también cero, por la (2 —17) seria W = 0 para todos los valores de x. Esto
implicaria que la particula no esté en la caja. Por lo tanto

on
W= Bsen[ - ™ (2mE,, }*x } (2 - 60)

En el extremo L de la caja se debe cumplir la condicion de continuidad

Bsen[zh (2me,, }*L } (2-61)
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y como B= 0 el argumento del seno debe ser cero. Esta condicion la cumple cualquier maltiplo
entero de w. Por consiguiente

2—:(2mE(X))“2 L=nt (n=1,2,3,..) (2-62)

La (2 —62) nos dice que la energia de la particula en movimiento confinada en la caja depende
de n (n no puede ser cero pues E) seria cero, lo que implicaria que la particula esta en reposo). En
general, para indicar esta dependencia, se sustituye Ex por Enen la (2 — 62). Elevando al cuadrado
sus dos miembros y despejando En se obtiene

212
= 8nmhLZ (=123 .) (2—63)
que reemplazada en la (2 —-63) muestra que
n
¥, = BsenTnx (=123 .) (2 64)

Por altimo, resta calcular el valor de B. Como la funcion W debe ser normalizada, se tendra
que cumplir

® 2
I_w Wi dx=1

Esto es

L
I stenz(n{x]dx =1 (2 - 65)
0

De la Tabla de integrales encontramos que

2
J-senzaxdx=§— XN ¢
2 4a
Resolviendo la integral (1 — 65) se encuentra que
1/2
B = (z)
L
de donde
2 1/2 n
Y, :(E) senTnx n=1,2,3,...) (2-66)

De esta manera encontramos que una particula confinada en movimiento tiene su energia
cuantizada. Se puede demostrar que si la particula es libre su energia no esta cuantizada.
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Los numeros cuénticos surgen asi de la ecuacién de Schrodinger e imponen restricciones a los
valores permitidos de energia.

Ningun sistema fisico real tiene una energia potencial tan simple como el considerado para la
particula en una caja, pero este modelo sirve de base para estudiar el comportamiento de ciertas
particulas, como los electrones © de los dobles enlaces conjugados, tan frecuentes en los
compuestos organicos o el movimiento traslacional de las moléculas de un gas.

Problemas

2.11. Para un electrén moviéndose en una caja unidimensional, la menor frecuencia observada
en una transicion es de 2,0 x 10"*Hz. Calcular la longitud de la caja.

Solucioén:

En este caso

h? 3h?
hv=E,-E, =(2°-1 =
VEERTE ( )8ma2 8ma’
Por lo tanto
34
az | 2N _ 3x6620x10°J5 4 168x10"m=1168nm
8mv 8x9,109x10"kgx2,0x10™"s

2.12. Calcular las separaciones de energia en joules, kilojoules por mol, elenctronvolt y
centimetros reciprocos entre los niveles (@) n=3yn=1, (b) n =7y n =6 de un electron en una
caja de longitud 1,50 nm

Solucién
2
E,=n’ h 5
8m, L
2 —34 2
h (6.626x10*J ) 2 678x10]

8M,L°  8x(9,109x10""*kg)x (150 =x10mY
Los factores de conversion requeridos son

leV =1,609 x 10°J; 1cm™*=1,986 x 1023 1eV = 96485 kJ/mol
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hZ
8m

(a) Es—E;=(9-1) = 8(2,678 x 102J)

LZ

=214 %1013 =134 eV =1,08 x10* cm™* = 129kJ mol*

h2

(b) E7 — Es =(49 — 36) am

=13(2,678 x 102 J)

L2

=3.48 x 103 =2,17eV=1,75 x10*cm™ = 210 kJ mol™*

2.13. La funcion de onda para el estado fundamental de una particula en una caja
unidimensional de longitud L es
1/2
Y= E sen Ll
L L

Suponga que la caja tiene una longitud de 10,0 nm. Calcule la probabilidad de que la particula se
encuentre (a) entre 4,95<x< 5,05 (b) en la mitad derecha de la caja (c) entre 9,90<x<10,0

Solucién:

La probabilidad de encontrar a la particula esta vinculada al cuadrado de la funcidén de onda. En
nuestro caso

Y2 = Esen2 ™
L L

La probabilidad de encontrar a la particula entre dos puntos ay b es

b
P(a,b)=J-‘P2dx

2-.“’ o TX x 1 2nx [
=—1] sen’| — |dX = ———sen——
LJ. L L 2xn L

a

_b-a 1 2nb 2ma
L 21

sen———sen——
L L

Siendo L = 10,0 nm
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@R (4,95;5,05) ] =0,020

100 21

_010 ( (2n)x505 n(2n)x4,95

(b) Ps gs.100) = 0,5 Por simetria

(©) Ple.90:10.0) = ] =0,010-0,009993 = 7x107°

010 1 ( (2n)x10,0 (2n)x9,90
sen————-—-sen————
100 2n 10,0 10,0

2.14. Calcular los valores esperados de p y p2para un particula en una caja unidimensional
cuando se encuentra en el estado n = 1.

Solucioén:

La funcion de onda para la un particula en la caja unidimensional cuando se encuentra en el
estadon=1es

L
< p>=I‘Pf pwdx
0

2h X ) d X
=— 1] sen| — |—sen| — |dx
iLJo L jdx L

L
=2_—n2h sen| = |cos| ™= Jax =0
i Jo L L

(El valor esperado es 0 debido que la particula se mueve con la misma probabilidad hacia la
derecha que hacia la izquierda)

d2
a2 _hz_
P dx?

Haciendo /L = a
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L

) 22 w\(1 1
<p°>= — T Ex—asenZax
_(2®)(=) (L) h*
L \L)\2) a2

0

2 -18.- Postulado de Born.

En 1926, Max Born sugiri6 una interpretacion mas amplia y muy significativa de la funcion
propia W que describe las propiedades dindmicas de una particula. Su idea fue que, si la funcién

propia es real, — o0 sea que no incluye J-1— su cuadrado multiplicado por un pequefio elemento
de volumen dxdydz es proporcional a la probabilidad de que la particula esté presente en ese
elemento. Segun esto, la funcién propia proporciona informacion acerca de la densidad de
probabilidad o distribucion probabilistica de la particula.

Hemos visto que para que la funcion propia sea aceptable debe cumplir ciertas condiciones. Una
de ellas es que tenga un valor unico en cada instante ya que la probabilidad de que se encuentre en
cada region solamente puede tener un unico valor. Otra condicion es que sea finita en todas las
regiones del espacio, de lo contrario la ecuacion de Schrodinger no seria aplicable. Ademas, la
funcion debe ser continua y de cuadrado integrable.

Como las funciones propias suelen ser complejas — y el cuadrado de una funcion compleja
suele ser también una expresion compleja — Born considero que la probabilidad de encontrar a una

particula en un elemento de volumen dxdydz es proporcional a W\W* dxdydz.

Sin embargo, es posible normalizar una funcion propia de manera que la probabilidad sea igual
a YW* dxdydz.

Si ¥ es una funcién propia, multiplicandola por una constante k sigue siendo una funcion
propia. Aplicando esto a la ecuacion de Schrodinger

H(a¥)= E(a¥)

De modo que para una ecuacion de Schrodinger dada hay un conjunto infinito de funciones
propias que la satisfacen y que solo difieren en factores numéricos. Es necesario saber, en particular,
qué funcion propia ocasiona que WYW* dxdydz sea igual a la probabilidad de que la particula se
encuentre en el elemento de volumen dxdydz. Para determinar esto se parte de la base que la
probabilidad de encontrar a la particula en cualquier sitio del espacio debe ser igual a la unidad. La
integral sobre todo el espacio es
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“- YY*dxdydz =1 (2-67)

—o0 @ —00

que se suele representar esquematicamente
I‘P‘P*dr=1 (2-68)

Aqui dt representa al elemento de volumen y se sobreentiende que la integracion se efectla
sobre todo el espacio. La expresion (2 —68) se conoce como condicién de normalizacion.

Supongamos que se plantea la ecuacién de Schrodinger para una cierta funcion propia ¢ y al
integrar la (2 —68) no se obtiene la unidad sino un cierto valor b.

-‘-(p(p* dt=b (2-69)

Por lo tanto, la funcidén de onda requerira ser ajustada para que la integral valga 1. Esto se logra
dividiendo ¢ y ¢* por la raiz cuadrada de b y se obtiene

P 4r=1(2-70)

Vb Vb

La nueva funcién

es tal que WW* dr es la probabilidad de encontrar a la particula en el elemento de volumen dr. El
proceso de ajuste se llama normalizacion y la funcion propia resultante es una funcion
propianormalizada. Si el movimiento de la particula estuviese restringido a una sola direccién, por
ejemplo a lo largo de un cierto eje x, YW*dx da la probabilidad de encontrar a la misma en un
intervalo entre xy X + dx.

De lo expuesto anteriormente se concluye que los requisitos para que una funcién represente la
densidad de probabilidad, es que sea una funcién de buen comportamiento, que al multiplicarla por
su complejo conjugado se obtenga un valor real y que ese valor no sea negativo y que se normalice.

Problemas.

Si para resolver un problema se necesita un conocimiento de un curso anterior, su
desconocimiento no sera importante. Si el conocimiento que se desconoce es de este curso, estara
justificado el desconocerlo.
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2.15. Normalice las siguientes funciones de onda: (a) sen (nnx/L) en el intervalo 0 <x<L (b) una
constante en el rango - L<x<L (c) e™ en el espacio tridimensional (un volumen elemental en las tres
dimensiones puede expresarse dt = r’sendd@dg; con

0<r<w;0<0<mn;0<¢< 2.

Solucion:
Se requiere I‘P*‘I’dr =1 de modo que escribimos ¥ = N, debiendo hallar N para la funcién .

(@) La funcion es real, haciendo W*¥ = W2 = N2p?

L L L
J‘stenZ@dx=£N2I 1—cosznnx dx=1N2 x—isen 2nmx
0 L 2 0 L 2

Para x = 0 la integral vale 0, para x = L, el segundo término del paréntesis se anula y la integral
solo puede valer 1 si N = (2/L)Y?

L
(b) szczdx=2N2c2L
-L

La integral valdra 1 si

1

c(2L)"?

(c) Como dt = r’sen@d@d¢

© T 2
(d) NZI e‘z”arzdr“- sen0do | do
0

0 0

N 2[%3]x(2)x(2n)

Esta integral sera igual a 1 si

2.16.Un cierto sistema esta descripto por el operador hamiltoniano
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(@)  Aplique este operador a la funcién Bze~ %2, demuestre que la funcién es funcién propia
del hamiltoniano y determine el valor propio asociado.

(b)  Establezca qué valor debe tomar la constante B para que la funcidn esté normalizada.

(c)  Calcule el valor esperado de z para el estado descripto por (p(Z)= Bze~%/?

Solucién

Para establecer si la funcion Bze~ %2, es funcion propia del operador hamiltoniano basta
comprobar que es de buen comportamiento y que He(z)= ke(z) , donde k es una constante.

Siendo o(z)=Bze "' es

2
%(p(z)= B[e-z2/2 _ Xze-z2/2]= Be-zz/z[l_ Zz]_%(p(z)= 3Bze-%/2 _ 72Bze-?*/2

Al aplicar el hamiltoniano

d2
-7t 72= 3Bze %2 —72Bze~"'2 4+ 72Bze~%"/?
z

=3Bze7'/?
De modo que
Ho(z) = 30(2)
De aqui se desprende que la funcion (p(z) es funcion propia del operadorH con valor propio 3.

(b) La normalizacion requiere que
I¢*¢d2=1
0 sea

I B2z2%e-"dz=1

—00

De la tabla de integrales encontramos que
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resulta

Por lo tanto

(c) Si el estado independiente del tiempo esta descripto por la funcién de onda Bze=?*2, entonces
el valor esperado de z sera:

oo

(2)= qi(p2|z dz =I B2z3 e ?'dz =

—0o0

0 ©
=J- B2z3 e“dz +j- B2z3e%dz=0
—®© 0

El valor medio igual a cero se debe a la simetria del operador hamiltoniano.

En cualquier serie de céalculos, los errores tienden a ocurrir en el extremo opuesto al extremo en
el que usted empieza a verificar si existen errores.

2.17. ¢Cudles de las siguientes funciones satisfacen todos los requisitos para ser consideradas
funcion de densidad de probabilidad?

@ xe™": con b un entero positivo y x >0

1

2 2
(b) (E) sen% X con b un entero positivo y 0 <x <b

(c) e™™ con b un entero positivo y x > 0

Solucién
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Los requisitos para que una funcion represente la densidad de probabilidad es que este
normalizada, que al multiplicarla por su complejo conjugado se obtenga un valor real y que ese
valor no sea negativo.

—bx?

-7 -7 - -_— 2
(@) La funcion xe™ es real. Por lo que la funcién a integrar es X2 . De la tabla de

integrales encontramos que

2 g C(n+2)r2
X'e X =)

0 2a 2
haciendo a = 2b
0 " 3
X%e ™ dx = ——75
j‘o 2(2b)3/2

3
Como solo con b = 18

= 0,655 (que no es un entero), la integral seria igual a 1, la funcién

—bx?

Xe™™ no satisface los requisitos para representar la densidad de probabilidad.

1

2\ 2
(b) La funcion (B) sen%x es real. Por lo que la funcion a integrar es (B)senz(% x). De la

tabla de integrales encontramos que
) X 2ax
sen‘axdx=—-sen—+C
2 4a

haciendo /b = a

2Ib 2(15 ] 2| x 2nx /b [
— 1 sen‘] —=x |dx=—| —=—=sen =1
bdo b b| 2 Am/Db |,

—2bx?

—bx?

(c) La funcion e
encontramos que

es real. La funcién a integrar es € . De la tabla de integrales

haciendo a = 2b
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Siendo b un entero el resultado es distinto de 1, encontramos que la funcion no satisface los
requisitos para representar la densidad de probabilidad.

2.18. Cuales de las siguientes funciones satisfacen todos los requisitos de una funcion de
densidad de probabilidad

(a) |‘I’|2 = e (b) |‘I’|2 = xe™; (c) |‘I’|2 = ¢ (ay b son constantes positivas y distintas de

m)

Solucion

Los requisitos para que una funcion |‘P|2 sea funcion de densidad de probabilidad son

i) La funciéon debe estar normalizada I |‘I—’|2d1: =1

i1) La funcion debe ser real

i11) La funcidon no puede ser negativa.

(a)No: €™ no es una funcion real.

(b) No: xe‘b"z, la funcién no puede ser negativa
No. e no esté normalizada:

De la Tabla de integrales encontramos que

J. e>dx =+ [T
0 2\b

I e dx = Zj‘ e dx = \/E
—© 0 b

2 —-19.- Principio de correspondencia de Bohr.

Siendo b>0yb#n

Al representar graficamente W=£(x) y W? = f(x) para la particula en una caja analizada en la
seccion 2 —14, obtenemos distintas curvas sinusoidales segun los valores de n (Figura 2 — 3).
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W p W* =3

m=1

Figura 2 — 3. Representacion de W y W2para algunos valores de n de una particula moviéndose
en una unica dimension en una caja de paredes rigidas, altura infinita y espesor puntual.

Si observamos la distribucion de W2 en funcion de x para n = 2 observamos que la probabilidad
de encontrar a la particula en el punto medio L/2 es nula, aunque tiene una probabilidad alta de
encontrarse a ambos lados del punto medio. Esta situacion puede enfocarse desde tres puntos de
vista.

La particula puede moverse de un lado a otro del punto medio sin pasar nunca a través del
mismo. Esto resultaria sorprendente.

La particula se halla “dispersa” en todo el espacio, siendo la densidad de la dispersion grande en
ambos lados y exactamente igual a cero en el centro. La nocién de particula dispersa puede
compararse con lo que observariamos si le acoplamos una luz y una camara fotografica con un gran
tiempo de exposicién de su movimiento. Las densidades probabilisticas representan este promedio
temporal.

El principio de incertidumbre nos dice que es imposible determinar con exactitud y en forma
simultanea la posicion y la cantidad de movimiento de un cuerpo que se mueve. Por lo tanto, si bien
la curva que nos da la probabilidad toma — por una cuestion de continuidad — el valor cero en un
punto dado, no establecemos la probabilidad en un punto sino solo la probabilidad de encontrar a la
particula en un intervalo que por mas estrecho que sea, su valor no es nulo.

Analizando la ecuacion (2 —63) encontramos que la energia de la particula depende de n y que si
n =0 la funcién de onda es cero en todas partes y no podemos detectar la particula (o esta en reposo
0 no existe). La energia que tiene la particula para n = 1 se denomina energia del punto cero o
energia del estado fundamental. Este valor es
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h2
" smL?

2-71)

E,

Para un nivel de energiaEnes
En = n? Eo(2 - 72)
Analicemos la diferencia de energia entre dos niveles consecutivos ny n +1
En2-En=[(N+1)>n?Eo=(2n+1)Eo (2-73)
Sabiendo que h = 6,626 x 10 **J.s, es

_ 549x107J%s?
- mL?2

EO

Si la particula es un electron de masa me = 0,9 x 10°%g y se mueve en una caja de L = 10™%m,
que es del orden del tamafio de un atomo, entonces Eo = 5,5 x 10 8 J. Este valor de energia se
encuentra en la region de los rayos X de alta frecuencia. La diferencia entre los nivelesn =1y n =
2 es 1,65 x 10 1], Si la particula cae del nivel n = 2 al n = 1 emitira un fotoén que puede ser en ese
rango de frecuencias que puede ser detectado.

En cambio, si la particula es una bolilla de masa m = 10 ®*kgy L = 1 cm. La energia del nivel
fundamental es Eo = 5,49 x 10 1. Supongamos que la bolilla se mueve con una velocidad de
1cm/s. Entonces su energia cinética es (10°kgx10*m?/s?)/2 = 5 x108 J. El nimero cuéntico n seréd

, E, 5x107°J <105

E, 549x10°J

de donde n = 3 x 10 %, Para observar la cuantizacion de este sistema habria que distinguir entre una
energia de 5 x 10 8J y otra que difiere de 5 x 108J en una magnitud del orden de102%J. Dado que
este grado de precision es imposible de obtener experimentalmente, la cuantizacion de la energia de
la bolilla es indetectable y es perfectamente valido estudiar su energia cinética seguin la Mecéanica
Clasica. Este ejemplo ilustra el llamado principio de correspondencia de Bohr que puede
enunciarse:

En el limite de los numeros cuanticos altos, los resultados de la Mecénica Cuantica se
aproximan a los de la Mecanica Clasica.

Siempre que tratamos con particulas masivas, como bolillas, pelotas de golf, etc., la Mecéanica
Cuéntica se reduce a la Mecénica Clasica.

Si se observa el grafico de la Figura 2 —3, para n = 2 se nota que en el punto x = L/2¥1 se anula,
lo que implicaria que la probabilidad de encontrar a la particula en ese punto es nula. La Mecénica
Cuantica salva este inconveniente aplicando el principio de incertidumbre. Por lo tanto
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Al hablar de probabilidad en Mecénica Cuéantica nos referimos no a la de hallar a la particula
en un punto sino en un intervalo comprendido entre un punto X y otro x + dx.

Desde un punto de vista estrictamente tedrico el principio de incertidumbre nos habla de una
indeterminacion en la posicibn Ax y una indeterminacion en la cantidad de movimientoAp
vinculadas por la expresion AxAp=h. Si observamos el gréfico de la Figura 2 — 3, notaremos que
para n = 3 hay dos puntos en los que el cuadrado de la funcion se hace cero. Para n = 4 habra 3
puntos, para n = 5 habrd 4 puntos y asi sucesivamente. De manera que, para un valor de n
suficientemente alto, la indeterminacién Ax debe considerarse igual a L, el ancho de la caja.

Problema

2.19. Considere una particula con nimero cuantico n que se mueve en una caja unidimensional
de longitud I (a) Determine la probabilidad de encontrar a la particula en el cuarto izquierdo de la
caja (b) ¢Para qué valor de n es maxima esta probabilidad? (c) ¢Cual es el limite de dicha
probabilidad cuando n—w? (d) ¢Qué principio se ejemplifica en (c)?

Solucién

La funcidn de onda de la particula en una caja unidimensional es
1/2
2 nw
Y= (E) sen TX

En el cuarto izquierdo de la caja
0<x=<L/4

Por lo que la probabilidad de encontrarlo en esa longitud sera

L/4
I Esen2 n—nx dx
., L L

2( X L 2Nn7mX L
=—| ————sen

L\2 4nn L )|,
1_5ennn/2

4 2nm

La probabilidad depende del nimero cuéantico n.

(b) Para encontrar el nimero cuantico para el cual la probabilidad es maxima, recurrimos a la
siguiente tabla
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n Probabilidad
1 1 senm/2 1 1
4 2n 4 2m
2 1 senm 1
4 4n 4
3 1 sen3n/2 1 .
Z—T—Z+6— (Maximo)
4 1 sen2n 1
4 8t 4
5 1 senSe/2 1 1
4 10t 4 10;
6 1 sen3n 1
4 12n 4
7 }_sen?n/Z_lJri
4 14x 4 14¢
8 1 sendm 1
4 16n 4

(c) De los valores de la tabla anterior se deduce que los valores de la probabilidad oscilan por
exceso Yy defecto aproximandose a ¥ cuando n—oo

(d) En el punto anterior queda ejemplificado el Principio de Correspondencia

2 —20.- El efecto tunel.

Si en lugar de considerar una caja de paredes rigidas de altura infinita se hubiese considerado
una caja de paredes de dimensiones finitas, la resolucion de la ecuacion que da la funcién de onda
toma valores no nulos (aunque pequefios) fuera de la caja. Esto mismo sucede si se interpone en la
trayectoria de la particula una barrera.

Analizaremos un caso general en el que una particula, que se desplaza en una determinada
direccion, encuentra una pared finita o un campo de fuerzas que le imponen tener una energia
potencial Ug para atravesarlos. Obviamente, si la energia de la particula es mayor que Uop ella
vencerd el impedimento. Pero si su energia es ligeramente menor, la Mecanica Cuantica nos
sorprende con un resultado que es imposible segln la Mecanica Clasica.

Consideremos una particula de masa m que se mueve en la direccion + x segun el esquema de la
Figura 2 —4. Para atravesar esta “barrera de potencial” la particula tendria que tener una energia
potencial

Ux)= U en 0<x<a
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\ 4

Figura 2 — 4. Barrera de energia potencial de magnitud (altura) U y de espesor a.

Si la energia mecénica total de la particula, E, es menor que Uy la Mecanica Clasica nos dice
que no podré atravesar la region indicada con Il en el diagrama, ni llegar a la region Ill. Por el
contrario, considera que puede ser reflejada por la barrera y moverse en la zona | en la direccion —
X.

Supongamos que en las regiones | y Il la particula se comporta como si estuviera en una caja
unidimensional, en las que su energia potencial es cero. En esas regiones se cumplira que

62‘I’(X) 81’52mE(X)
> + > ‘P(x) =0
oX h
Haciendo
h
—=h
21
Podemos escribir
0°Y, 2mE
P =y =0
OX fi

Por comodidad, en vez de expresar las soluciones de la ecuacion de Schrédinger como funciones
del seno y del coseno, las expresaremos por su equivalente forma exponencial.

En laregién I la funcion de onda ¥, toma la forma

¥, = Ae'™ + Be ™ (2-74)
y en la regién 111 la funcién de onda ¥, toma la forma
¥, = Fe'™ +Ge ™ (2-75)

En estas expresiones, A, B, F y G son constantes de integracién y
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(2 - 76)

En cambio, en la region 1l, si la energiaE de la particula es menor que U, la ecuacion de
Schrédinger tomaria la forma

0¥, 2m
aTg)z?(U("’_ E)¥, (2-77)
cuya solucién general es del tipo

vy, =Ce™ + De ™ (2-78)

Aqui C y D son constantes de integracion y

B=1[2m'U(O)—E) (2779)

h

El exponente [iox] de las ecuaciones (2 —74) y (2 —75) esta indicando que la particula se mueve
en la direccidon x mientras que el exponente [-iox] indica que se mueve en sentido contrario.

Si analizamos las ecuaciones (2 —74) y (2 —78) en términos de comportamiento ondulatorio de la
particula, el coeficiente A expresa la amplitud de la onda incidente; B indica la amplitud de la onda
reflejada y F la amplitud de la onda transmitida. Como en la region 11l la particula se moveria
unicamente en la direccion +x, el coeficiente G debe ser cero.

Planteadas las ecuaciones que describen los posibles movimientos de la particula, debe
calcularse, aunque sea en forma aproximada, cual es la probabilidad relativa de que la particula
atraviese la barrera de potencial y cual es la probabilidad relativa de que la particula rebote.

La probabilidad relativa de que la particula atraviese la barrera de potencial, estd dada por el
Ilamado coeficiente de transmision T

_IF[

.
A

(2-80)
y la probabilidad relativa de reflexion esta dada por el coeficiente de reflexion R

2
R=@ (2 -81)
A

Para comprobar que la penetracion de la barrera es posible, — ain en el caso en que E < U)—
debe probarse que T> 0.
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Las condiciones limitantes imponen que la funcion que describe el comportamiento de la
particula sea continua y su primera derivada también lo sea. Por lo tanto, si en las regiones | y 11l la
energia potencial es cero, en ambos limites de x = 0 y en ambos limites de x = a, la energia potencial

es cero. De aqui se concluye que a ambos lados de cada cara de la barrera la funcion ¥ tiene el
mismo valor.

¥ (0) =¥ (0) (2- 82)
¥ (a) = Wi (a) (2-83)
grad¥ (0) = grad¥ (0) (2-84)

grad¥; (a) = grad¥i (a) (2 85)

De acuerdo con las condiciones limitantes

A+B=C+D (2-86)
Cefa+ De = Feifa (2-87)
io(A —B) =B(C - D) (2 - 88)
aCe%- o De = jBFeifa (2 - 89)

A partir de las relaciones (2 —83), (2 — 85) y (2 —75), se encuentra que para X = a

C= F[—B * i“]e(‘“-ﬁ)a (2-90)
2

D= F(—B — i“]e(‘*“‘*)a (2-91)
2B

y a partir de las relaciones (2 — 82), (2-84) y (2 - 74)
A+B=C+D (2-92)

io(A —B) = B(C - D) (2 -93)

Eliminando B de estas dos Gltimas ecuaciones

A= i[(m io)C - (B—io)D] =F &~ [(+iaye - (p-iaye] (2-94)

dia

Siendo | Al = AxA*
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A= Fp 1652[32' [(52 rofe 4 (B +a?fe —(B-ia) (B + i“)4]

- Pl gl + B Y 1605

2 o’ +p? i
=|F|| 1+ 40P senh’Ba (2 -95)
a

Reemplazando o y 3 por sus valores
2

|14 sent?| 2 2m(U,~E)
T_[1+4E(U _E)senh [h 2m\U, - E ﬂ (2-96)

0

Para encontrar el coeficiente de reflexion R, se debe eliminar A de las ecuaciones (2 -92) y (2 -
93). Para ello se multiplica la (2 — 92) por iay se suma a la (2 — 93). Eliminada A se sustituyen C y
D por los valores dados en las (2 — 90) y (2 — 91) y se obtiene B en funcionde o, By F.

B =i —(B—ia)C +(B+ia)D]
[(az_i_Bz)eaa_(az_i_sz—pa]

€ 2, 2
= FT&B(& +P )senhﬁoc (2-97)

iaa,

4iop

=F

Combinando este resultado con las ecuaciones (2 —-80) y (2 -81)

BI? 2, 2
R=T |||:||2 =T ("‘4:252)2 senh’Ba (2 98)

Reemplazando en la (2 — 98) los valores de T, By F y explicitando los valores de a. y 3

U, a
1B —E senh(h,IZm(Uo— E) )
U, a
+4E(U_E)senh(h,/2m(uo— E))

(2 - 99)

El coeficiente de transmision T que se explicita en la ecuacién (2 — 96) mide la probabilidad
relativa de que una particula que incida sobre la barrera de potencial atraviese esa zona. El
coeficiente de reflexion dado en la ecuacién (2 — 99) mide la probabilidad relativa de que una
particula que incida sobre la barrera de potencial rebote y se mueva hacia la direccién opuesta.
Dado que la particula o atraviesa la barrera o rebota, la suma de T y R debe ser igual a 1.

T+R=1 (2 - 100)

230



Operadoresy funciones de onda

Observemos que en la (2 — 99) el denominador es mayor que el numerador, por lo que, si R es
menor que 1, T es mayor que cero. Esto implica que — a pesar de que la energia de la particula es
menor que Uo — hay una probabilidad no nula de que se encuentre entre 0 y a. A su vez, esto
implicaria que la energia cinética de la particula jes negativa! Este resultado esta excluido de la
Mecénica Cléasica y, por lo tanto, carece de sentido fisico. Esta es la razon por la cual no se puede
observar experimentalmente a la particula dentro de la zona en la que hay una barrera de potencial.
Pero el resultado de que T > 0 nos dice que la particula puede atravesar completamente la barrera y
continuar moviéndose en la direccion +x.

Este fendmeno, se conoce como “efecto tinel” y asi como su deduccidn mecanico-cuantica es
aplicable a una sola particula también lo es para un determinado nimero de particulas que inciden
sobre una barrera de potencial. Para un conjunto de particulas cada una de ellas de masa m y energia
mecéanica total E que inciden sobre una barrera de potencial Uo, el coeficiente de transmisién T de la
ecuacion (2 — 96) mide la fraccién de las particulas incidentes que atraviesan la barrera.

El efecto tdnel es un fendbmeno que en la Mecanica Clasica no podria ocurrir pero que en
términos cuanticos tiene una probabilidad no nula de ocurrencia.

Notemos que mientras que en la Mecéanica Clasica no tiene sentido que E sea menor que Uo, —
ya que la energia cinética seria negativa,— en la Mecanica Cuantica se explica sobre la base del
principio de incertidumbre ya que no se puede determinar simultdneamente y con exactitud la
energia cinética y la potencial de una particula en movimiento.

Si el espesor de la barrera es ancho, o si Ug es mucho mayor que E o si la masa m de la particula
es relativamente grande, o cualquier combinacion de esas caracteristicas, los valores resultantes de

o Y B hacen que

ghe

senhBo= %(eﬂ“ —e“’“)z >

En esos casos
To 16E(U, - E)e_za(mam)

uz
R 1 1BEWUo—E) a(nieian)
u;

En el limite de a —o, Uy —o© 0 m—owo, o cualquier
combinacion de estos limites el coeficiente de transmision T — 0
y el coeficiente de reflexion R — 1. Esto explica por qué a nivel
de cuerpos macroscopicos Yy barreras de potencial altas no puede
observarse el efecto tunel.

G. Gamov (1904 — 1968)

El desarrollo mecanico-cuantico del efecto tdnel le permitio a
Georgiu Anténovich Gamov, en 1928, encontrar una explicacién teodrica al fendmeno de la
desintegracion a de ciertos nucleidos. Los nucleones estan confinados en el ndcleo debido a que su
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energia no puede superar el potencial de interaccion nuclear, por lo que los choques contra la
barrera de barrera de potencial provocan su reflexion. Sin embargo una pequefiisima fraccion de
esos choques (alrededor de 1 de cada 102 es efectivo para que la particula escape del nicleo. La
desintegracion o fue resuelta al mismo tiempo por Ronald Gurney y Edward Condon. A partir de
entonces, se considerd que las particulas pueden introducirse en un tanel energético que incluso
atraviese el mismo nicleo atémico, dotando de validez completa al modelo energético para
cualquier aplicacion del "efecto tanel".

Max Born, se dio cuenta de que el “efecto tinel” no se restringe unicamente a la Fisica nuclear,
sino que provee un resultado general aplicable a un conjunto muy heterogéneo de sistemas que se
rigen por la Mecénica Cuéntica.

Hoy en dia, mediante el efecto tinel se explican ciertas reacciones de oxidacion reduccion, por
ejemplo, entre iones metalicos en solucién. Una reaccién redox entre estos iones es

Fe3+ + V2+—) Fe2+ + V3+

que involucra la transferencia de un electron del V?* al Fe®*. Se han hecho detallados estudios de
esta reaccion en solucion que demuestran que en tal medio estos iones no se contactan directamente
para la transferencia, sino que ella ocurre cuando tienen ligandos coordinados como las moléculas
de agua. Cada electron atraviesa una molécula de ligando a pesar de que su energia es menor que el
potencial que encuentra.

Otro caso que se ha explicado mediante el efecto tdnel es la inversion “tipo paraguas” que
experimentan las moléculas de amoniaco.

El efecto tunel tiene aplicacion practica en los llamados “microscopios de barrido por efecto
tunel” que permiten registrar los contornos submicroscopicos de las superficies de distintos
materiales e incluso modificarlos.

2 — 21.- Microscopios de sonda de barrido por efecto tunel.

Un microscopio de sonda de barrido por efecto tunel, denominados generalmente “de efecto
tunel” o en forma abreviada STM (por Scanning Tunnelling Microscope) es un dispositivo que
permite detectar el contorno de la superficie de un material conductor a escala de los atomos
fundamentado en el efecto tunel que hace una corriente de electrones al atravesar una barrera de
potencial de un material no conductor de la electricidad.

El primero de estos microscopios fue inventado por Gerd Binning y Heinrich Roher® quienes
fueron galardonados con el Premio Nobel de Fisica 1986 por ese desarrollo.

8 G. Binning, H Roher, C. Gerber y E. Weibel, Phys. Rev. Lett.1982, 49, 87.
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A diferencia de los microscopios opticos y de electrones, los STM permiten detectar detalles no
solo del area superficial de la muestra sino también de zonas perpendiculares a la superficie.
Mientras que en la dimension superficial su resolucion es de unos 10 — 20 A, en la direccion
perpendicular a la superficie, es del orden de 1A.

El material cuya superficie se desea analizar debe ser conductor de la corriente eléctrica y su
superficie se barre con una punta conica metélica, generalmente de wolframio o de una aleacion de
Pt-—Ir. Esta punta se trata para que esté perfectamente desoxidada y que sea lo mas afilada posible
siendo su forma ideal una en que en el extremo hay un solo atomo.

Control de voltaje del tubo

Tubo piezoeléctrico
con electrodos

Amplificador Unidad de barrido y
de corriente control de la punta

Punta

L',’—_

S

Muestra™~ _

T

F.E.M

~¥-

Procesador de datos

Figura 2 — 5. Esquema del funcionamiento de un microscopio de efecto tdnel.

En el dispositivo, la punta se mantiene a una distancia d constante de la superficie del material a
escanear. La constancia de la distancia d se mantiene aplicando una corriente por efecto tinel cuya
intensidad, de unos pocos nanoamperes, esta relacionada con la distancia d mediante una expresion

I= AVe-Cd (2 - 101)

donde AV es la diferencia de potencial y C una constante caracteristica del metal de la punta. Dadas
las irregularidades que presenta la superficie de cualquier conductor, la diferencia de potencial se
regula mediante un dispositivo electronico de modo que d permanezca constante. La ecuacion (2 —
101) pone de manifiesto que la intensidad de la corriente por efecto tanel disminuye
exponencialmente con la distancia de separacion entre la punta y la muestra. Este descenso rapido
de la intensidad con la distancia hace que la corriente por efecto tlnel sea significativa solamente
para separaciones muy pequefias entre la muestra y la punta y es la responsable de la elevada
resolucion en la direccion z.

En algunos microscopios de sonda de barrido por efecto tunel, todavia en uso, el movimiento
tridimensional de la punta es controlado por tres transductores piezoeléctricos dispuestos en una

233



Temas de Mecénica Cuantica

matriz ortogonal tal y como se muestra en la Figura 2 — 6a. La longitud de cada uno de los
transductores piezoeléctricos se puede variar por aplicacion de una diferencia de potencial que
genera una corriente continua a lo largo de toda su longitud, siendo asi posible que la punta se
desplace tridimensionalmente. Por cada voltio que varia la diferencia de potencial, el grado de
contraccion o expansion puede llegar a ser tan pequefio como 1 nm, dependiendo de la composicion
del material ceramico piezoeléctrico y de las dimensiones del transductor, y por ello proporciona
una manera notablemente sensible de controlar la posicion de la punta unida a su extremo.

piezo z (f

piewy (a)

1 4
///ﬁ///////lfl/ ....... Y

}
i)

,r—\' =X
)

®)

1,3 nmn

0,5 nm

1,3 nm

Figura 2 — 6. (a) Vista esquematica de la punta de un STM barriendo una muestra de grafito
pirolitico en 